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EIN IN DER REINEN ZAHLENTHEORIE
UNBEWEISBARER SATZ UBER ENDLICHE FOLGEN
VON NATURLICHEN ZAHLEN *

Kurt Schiitte und Stephen G. Simpson

In [9] wurden mehrere Beweise fiir die Unbeweisbarkeit von kombinatorischen
Sitzen in gewissen formalen Systemen ausgefiihrt. Hierbei handelt es sich u.a. um
einen in Erweiterung des Kruskalschen Satzes von Friedman [5] bewiesenen Satz
iiber markierte endliche Biume, der in einem formalen System IT} — CA, mit IT}-
Komprehension nicht beweisbar ist. Sowohl der urspriingliche Beweis von
Friedman als auch der in [9] durchgefiihrte Beweis fiir die Unbeweisbarkeit dieses
Satzes beruht auf einer Einbettung von Ordinalzahlen eines von Buchholz [1]
oder [2] entwickelten Bezeichnungssystems in die betreffenden Bdume. Ent-
sprechend 148t sich fiir den Spezialfall dieses Satzes, der anstatt von endlichen
Biumen nur von endlichen Folgen natiirlicher Zahlen handelt, eine Unbeweis-
barkeit mit Hilfe eines eingeschrankten Ordinalzahlensystems nachweisen.

Wir schrianken das Bezeichnungssystem von Buchholz [2], dem gewisse Kol-
labierungsfunktionen ; zugrunde liegen, in der Weise ein, daB wir die Addition
und die Bildung von w* als Grundoperationen fortlassen und das System nur mit
einstelligen Funktionen n; aufbauen, die analog zu den Funktionen v, definiert
werden. In dieser Weise ergibt sich ein Ordinalzahlensystem n(w), das in
Abschnitt 1 eingefithrt wird und von dem in Abschnitt 2 gezeigt wird, daB es den
Abschnitt aller Ordinalzahlen < ¢, enthilt. Hiermit wird in den Abschnitten 3 und
4 entsprechend wie in [9] bewiesen, daB der Spezialfall des Satzes von Friedman
und eine endliche Miniaturisierung dieses Satzes in der reinen Zahlentheorie nicht
beweisbar sind. Diese Sitze haben die Gestalt YnW( f, n) und VnA(n), wobei f eine
freie Funktionsvariable oder eine freie Priadikatenvariable ist und in A(n) eine
solche Variable nicht auftritt. Wir zeigen schlieBlich in Abschnitt 5, daB@ W(f, n)
und A(n) fiir jede einzelne natiirliche Zahl n in der reinen Zahlentheorie beweisbar
sind, so daB die Unbeweisbarkeit der Allsitze nur auf der w-Unvollstindigkeit der
reinen Zahlentheorie beruht.

1. Das Ordinalzahlensystem m(w)

Die kleinen griechischen Buchstaben «, B, y, 8, # bezeichnen im folgenden immer
Ordinalzahlen. Mit i, j, k, m, n bezeichnen wir natiirliche Zahlen (einschlieBlich

0).

* Eingegangen am 10. 7. 1984.
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Wir setzen Q,:=0. Fiir i>0 sei Q; die i-te reguldre Ordinalzahl > w, und es sei
Q,:=sup{Q;:i<w}.

Induktive Definition der Ordinalzahlenmengen B!(«) und B,(x) und der Ordinal-
zahl m,o (durch Hauptinduktion nach « und Nebeninduktion nach m).

(B1) Ist y=0 oder y<Q,, so sei y € B(a).

(B2) Ist i<j, f<a, feB;(B) und e B (x), so sei n;8€ B ().

(B3) Bi(a):=U{B™a): m<w}

(B4) ma:=min{n:n¢ By(x)}.

Folgerung. k <m = B(x) C B™().
Lemma 1.1. i<j, o< B = B(«) S B{(B), ma<n;p.
Beweis unmittelbar aufgrund der Definitionen.

Lemma 1.2
a) QSma<Qyy,
b) n,0=1, 1,0=Q; fir i>0.

Beweis. a) Q; < m,« folgt unmittelbar aus den Definitionen. Durch Induktion nach
m ergibt sich, da} B(«) eine Machtigkeit <(,,, hat. Dann hat auch B,(«) eine
Maichtigkeit <, ,,. Nach (B4) folgt m,a<Q;, ;.

b) Man hat 1 =min{zn: 5 ¢ By(0)} und Q;=min{xn:n¢ B,(0)} fiir i>0.

Lemma 1.3. ye B(a), y<Q;,, =y<ma.

Beweis. Gilt ye By(a) nach (B1), so folgt die Behauptung aus Lemma 1.2a).
Andernfalls hat man y=7;f mit f <a. Aus y <€, , folgt dann nach Lemma 1.2a)
j=<i. Nach Lemma 1.1 folgt y <m,x. Aufgrund von 7,z ¢ B;(«) folgt y <m0

Lemma 1.4.
a) aeBy(a), a<f = moa<mf.
b) ae B(a), fe Bi(p), ma=mf=a=p.

Beweis. a) Aus den Voraussetzungen folgt nach Lemma 1.1 o € By(f) und nach (B2)
w0 € Bi(f). Nach den Lemmata 1.2a) und 1.3 folgt m,x < 7.

b) Wire a# B, so wiirde aus den Voraussetzungen nach a) entweder n,¢ < 7,8 oder
7,8 <mo folgen im Widerspruch zur Voraussetzung w0 = ;8.

Induktive Definition der Ordinalzahlenmenge n(w) und des Grades gr(y) einer
Ordinalzahl y € n(w).

1. Oe n(w), gr(0):=0.

2. Ist a e n(w) und o e By(a), so sei ma € n(w) und gr(m,a): =gr(e) + 1.
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Anmerkung. Man kann jedes Element von n(w) als einen Term auffassen, der
gemiB der induktiven Definition von m(w) aus den Symbolen 0 und (i <w)
zusammengesetzt ist. Diese Terme nennen wir Ordinalterme. Sie bezeichnen im
Sinne der obigen Definitionen Ordinalzahlen. Nach den Lemmata 1.2a) und 1.4b)
bezeichnen je zwei verschiedene Ordinalterme verschiedene Ordinalzahlen. Daher
ist der Grad gr(y) einer Ordinalzahl y € n(w) eindeutig bestimmt. Wie sich leicht
feststellen 148t, ist entscheidbar, ob ein aus den Symbolen von 7(w) zusammen-
gesetzter Term ein Ordinalterm ist und ob fiir zwei verschiedene Ordinalterme o
und f a<f oder f<a gilt.

Lemma 1.5. n(w)=B,(Q,).

Beweis. Durch Induktion nach gr(y) ergibt sich:
yE (@) =y € Bo(2,).
Durch Induktion nach m ergibt sich:
y€ Bg(R2,) =yen(w).

Lemma 1.6. Die Menge n,(w) derjenigen Ordinalzahlen aus n(w), die < Q, sind, ist
gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen <m,Q,,.

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata 1.3 und 1.5.

Induktive Definition einer Teilmenge n(n) von n(w).
1. 0€en(n).
2. i<n, aen(n), o € Ba) = Mo € m(n).

Lemma 1.7. Die Menge ny(n) derjenigen Ordinalzahlen aus n(n), die <Q, sind, ist
gleich dem Abschnitt aller Ordinalzahlen <m,Q,.

Beweis. Die Behauptung gilt fiir n=0, da n(0)={0} und n,Q,=1 ist. Fiir n>0
ergibt sich durch Induktion nach gr(y):
yen(n)=yeBy(,), y<Q,.
Durch Induktion nach m ergibt sich:
YEB3(Q,), y<Q,=>yen(n).
Nach Lemma 1.3 folgt die Behauptung.
Induktive Definition der i-Subterme eines Ordinalterms .

1. B ist ein i-Subterm von f.
2. Ist 7y ein i-Subterm von B und i<j, so ist auch y ein i-Subterm von .
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Lemma 1.8. Fiir jeden i-Subterm y eines Ordinalterms B gilt:
a) feByx)=>7ye B;(x).
b) masSy<Qy =>nasp.

Beweis von a) durch Induktion nach gr(B)— gr(y). Ist y=, so gilt die Behauptung
nach Voraussetzung. Andernfalls hat man einen i-Subterm 7;y mit i< j, fiir den
nach Induktionsvoraussetzung n;y € B(«) gilt. Da dies nur nach (B2) gelten kann,
folgt y € By().

b) Aus 0 <y<Q,,, folgt nach Lemma 1.3 y ¢ B,(«). Nach a) folgt 8¢ B;(«). Dann
ist ma=<p.

2. Berechnung der Ordinalterme aus 7y(w)

Im folgenden bezeichnen die Buchstaben o, B, y, J, n (auch mit Indizes) immer
Ordinalterme des Systems n(w).

Unter einem Funktional verstehen wir im folgenden eine Zeichenreihe z mit der
Eigenschaft, daB z0 ein Ordinalterm des Systems n(w) ist.

Induktive Definition eines Funktionals & fiir a>0.
1. Ist a ein Ordinalterm 7,0, so sei &:=m;, ;.
2. Ist o ein Ordinalterm n;8 mit B0, so sei &:=m;,,B.

Lemma 2.1. Fiir >0, >0, y<Q, und §<Q, gilt:

a) dy ist ein Ordinalterm =Q,.

b) &y <pd genau dann, wenn entweder o< oder a=p, y <4 ist.
¢) &y e B;, (By) genau dann, wenn o € B(f) ist.

d) ay<Q, ., genau dann, wenn o <Q, , , ist.

Beweis durch Induktion nach gr(«).

Lemma 2.2. Zu y=Q, gibt es eindeutig a>0 und 6 <Q, mit y=ao.

Beweis durch Induktion nach gr(y). Man hat folgende zwei Falle.

1. y=mn;,,0 mit 6<Q,. Dann ist y=4¢ fiir a==,0.

2. y=m;, qmitne B,;, ,(n) und n=Q,. Dann hat man nach Induktionsvorausset-
zung f>0und 6 < Q, mit n=p5. Aus n € B, () folgt nach Lemma 2.1c) B € Bi(p)
Daher hat man einen Ordinalterm o= ;8 mit y=mn;, ; 6= dd.

Die Eindeutigkeit von o und ¢ folgt aus Lemma 2.1b).

Lemma 2.3. Fiir >0, $>0 und 6<Q, gilt:
&5 € Bo(ﬁa) = 0E Bo(ﬂ) .
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Beweis durch Induktion nach gr(x). Man hat folgende zwei Fille.

1. a=m,0. Dann gilt « € B,(p) aufgrund von §>0.

2. a=mn mit n>0, @d=m;,,776. Aus &de By(B) folgt dann 7d<pBé und
170 € Bo(B9). Es folgt < B und nach Induktionsvoraussetzung n € By(B). Hiermit
ergibt sich a=m;n € By(p).

Lemma 24. Fiir >0, >0 mit o€ By(f) und 6<Q, gilt:
@ € Bo(Bd) <6 <mofd .

Beweis. 1. Aus @d € By(B9) folgt 6 € Bo(Bd) und nach Lemma 1.3 6 <myf0.

2. Sei nun § <myBd, also & € By(Bd). Wir beweisen &@d € B,(Bd) durch Induktion
nach gr(a). Man hat folgende zwei Fille.

2.1. a=m,0, &6 =m; 0. Dann folgt & € By(BJ) aus der Voraussetzung J € B(Bd),
da 8<Pd ist.

22, a=mnmit >0, 40 =mn;, ;70. Aus a € By(p) folgt dann n < f und 5 € By(pB). Es
folgt 76 < B6 und nach Induktionsvoraussetzung #6 € B,(B5). Hiermit ergibt sich
&d=m; 70 € Bo(B9).

Definition eines Funktionals [«] fiir <.
1. [0]):=m=,.

2. Ist 0<a<myQy, so sei [a]: =myd.

3. Ist a=m,B mit B=Q,, so sei [a]:=mn,p.

Lemma 2.5. Fiir a<Q, und 6<Q, ist [0]6 genau dann ein Ordinalterm, wenn
0<[a]d ist.

Beweis. Man hat folgende zwei Fille.

1. a=0, [6]6=my0. In diesem Fall ist [«]é genau dann ein Ordinalterm, wenn
0 € By(9) ist. Das ist genau dann der Fall, wenn § <myd =[]0 ist.

2. a=nyB mit B By(B), [¢]d =n,75, wobei y=a im Fall f<Q, und y=f im Fall
B=Q, ist. Im ersten Fall ist nach Lemma 1.3 g <n,f=a, folglich B € By(x) und
o€ By(a). Somit ist in jedem Fall ye By(y). Nach Lemma 2.1a) ist 75 ein
Ordinalterm. Daher ist [«]é genau dann ein Ordinalterm, wenn 76 € By(70) ist.
Das ist nach Lemma 2.4 genau dann der Fall, wenn 6 <my76 =[]0 ist.

Lemma 2.6. Sind o, B, v, 8, [«]y und [B]0 Ordinalterme <Q,, so ist [a]y<[B]o
genau dann, wenn entweder o< f§ oder o=, y <9 ist.

Beweis trivial.

Lemma 2.7. Zu y mit 0<y<Q, gibt es eindeutig o< Q, und 6<Q, mit y=[o]0,
wobei § <7 ist.
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Beweis. Man hat folgende zwei Fille.

1. y=my0, 6 € By(d), 6<Q,. Dann ist y=[0]6 und d <myd=1.

2. y=nyB, f€ By(B), = Q,. Dann gibt es nach Lemma 2.2 o; >0 und 6 <2, mit
p=a;0. Aus Be By(p) folgt d € Bo(f) und d<myff=y. Aus feBy(f) folgt nach
Lemma 2.3 auch a; € By(a;). Daher hat man einen Ordinalterm o, =mq0;. Ist
f<Q,,s0ista, <Q,und y=nd;0=[0,]0.Ist f=Q,,s0ist o, = Q, und y =7y,
=[a;]9.

Nach Lemma 2.5 ist []d ein Ordinalterm. Die Eindeutigkeit von o und é folgt aus
Lemma 2.6.

Auf Lemma 2.7 beruht die folgende

Definition der Zerlegung eines Ordinalterms. Fiir 0 <a < Q, definieren wir:
1. a=[(a)]do mit ()g, o <;.

2. Ist §;>0, so sei d;=[(a0);4 110;+, mit (&); 41, §;1+1 <.

3. Ist 6,=0, so sei N(«):=1.

Folgerung. Fiir i < N(«) ist [(«);]0; nach den Lemmata 2.5 und 2.7 ein Ordinalterm
mit 0; < [(«);]9;.

Lemma 2.8. Fiir 0 <a <, gilt beziiglich der vorstehenden Definition:
a) i<N(@)=>(0);+, =(@);-
b) a<moR, 41 = (@)o <72,

Beweis. a) Man hat [(«);4 (19,1, =9; <[(«);]6;- Nach Lemma 2.6 folgt («); ., ; <(®):
b) gilt aufgrund von a=[(2)y]d,.

Lemma 2.9. Fiir 0<a<Q, und 0<f<Q, gilt:

A< ﬁ < @o 4.+ @ ON@ < )Bo +...+ wPre

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata 2.6 und 2.8.

Definition der Zusammensetzung von Ordinaltermen. Fiir eine Folge (o, ..., %)

von Ordinaltermen mit Q, >o,2 ... 2o, definieren wir:
1. 6,:=0.

2. Firi<msei 6;:=[0;4110;+1.

3. y: = [ao]ao.

Lemma 2.10. Fiir die vorstehend definierten Ordinalzahlen gilt:
a) Fir i<m ist [«;]0; ein Ordinalterm.
b) ao <7IOQ,, = y<ﬂ09"+ 1

Folgerung. 7 ist ein Ordinalterm mit 0 <y <Q,, N(y)=mund (y);=«; fiir alle i=m.
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Beweis von a) durch Induktion nach m—i. Man hat é,,=0<[«,,]d,,. Folglich ist
[¢,,]0,, nach Lemma 2.5 ein Ordinalterm. Die Behauptung gilt also fiir i=m. Sei
nun i<m. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung [o;,;16;,; ein Ordinalterm.
Nach Lemma 2.5 folgt d;,, <[o;4110;+1=0; Da a;,Za; ist, folgt nach Lem-
ma 2.6 6;=[o;;110;+1<[;]0;. Dann ist [o;]6; nach Lemma 2.5 ein Ordinalterm.
b) gilt aufgrund von y={[o]d.

Induktive Definition von ().

= « — (pn@n(®@
Lemma 2.11. Wo(0): =0, @ypq(0): =0,
a) moL2, =w,(1)
b) Fir 0<a<Q, gilt:

— m@o (@)N ()
a=w e (0] .
¢) o2, =¢. tet

Beweis von a) und b) durch Induktion nach n. a) gilt fiir n=0, da 7,Q,=7,0=1

=wy(1) ist. Gilt a) fiir n, so folgt aus den Lemmata 2.8 und 2.9, daB die Abbildung
00 und
a @0+ .+ @V

fir 0<a<myQ,,, eine ordnungstreue Abbildung von der Menge aller Ordinal-
terme <my,Q,., in die Menge der Ordinalzahlen <w®"=w,, (1) ist. Nach
Lemma 2.10 ist diese Abbildung surjektiv. Es folgt n,Q,,, =w,, ,(1). Hiermit
ergibt sich a) und auch b) durch vollstindige Induktion.

c) folgt aus a), da 7,Q,=sup{nyQ2,: n<w} und g, =sup{w,(1): n<w} ist.

3. Nachweis der Unbeweisbarkeit

Eine Quasiordnung (S, <) ist eine nichtleere Menge S mit einer auf S definierten
reflexiven und transitiven Relation <. Sie heilt wohlgeordnet, wenn es fiir jede
unendliche Folge sy, sy, ... von Elementen aus S Indizes i< j mit s5;<s; gibt.

Definition von (S, {, £) und (S, ,, £*).

S,+1 sei die Menge aller endlichen Folgen von natiirlichen Zahlen <n. Ist s,
=(ag,...,4)€S,+; und s,=(by,...,b,) €S+, S0 verstechen wir unter einer
Einbettungsfunktion fiir s, in s, eine streng monotone Abbildung f von {0, ..., k} in
{0, ...,m} mit den Eigenschaften:

i_s_k=>ai=bf(i), (1)
i<k, f@)<j<f(i+1)=>b;2bs;+;, (Liickenbedingung) 2)
f heiBe eine strenge Einbettungsfunktion fiir s, in s,, wenn auBerdem gilt:

i<f(0)=b;=by(q, (3)
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s, =5, gelte genau dann, wenn es eine Einbettungsfunktion fiir s; in s, gibt. s; <*s,
gelte genau dann, wenn es eine strenge Einbettungsfunktion fiir s, in s, gibt.

Folgerung. (S,., <) und (S, 1, £*) sind Quasiordnungen.
Der hier betrachtete Spezialfall des Satzes von Friedman [5] lautet:
Satz 1. Fiir jede natiirliche Zahl n ist die Quasiordnung (S, ., <) wohlgeordnet.

Ein Beweis fiir den allgemeinen Satz von Friedman ist in [9] ausgefiihrt, aus dem
ein Beweis fiir den spezielleren Satz I zu entnehmen ist. Wir geben hier auch in
Abschnitt 5 einen Beweis fiir Satz I, der zwar aufwendiger als der aus [9] zu
entnehmende Beweis ist, aber nur wesentlich elementarere Mittel verwendet.
Zum Nachweis der Unbeweisbarkeit von SatzI in der reinen Zahlentheorie
verwenden wir eine Finbettung von ng(n+1)in S, ;.

Definition von s(x)€ S, ., fiir jeden Ordinalterm a.e n(n+1).
5(0):=0), s(m,...m; 0):=C(ig, ..., im 0).
Lemma 3.1. Fiir Ordinalterme a, fen(n+1) gilt:
s =*s(B) =asp.

Beweis durch Induktion nach gr(x). Sei s(a) =(aq, ..., a), s(8)=(by, ..., b,,) und f
eine strenge Einbettungsfunktion fiir s(«) in s(f). Wir kénnen o >0 annehmen, weil
die Behauptung sonst trivial ist. Dann hat man a=m;a, i=ag="b, und s(z;y)
=(bsoy ---» bw) mit s(a;)<*s(y), wobei my ein i-Subterm von f ist. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt o, <7y. Es folgt « =mn;00; < #;y und nach Lemma 1.8b)
aZp.

Lemma 3.2. Aus der Wohlordnungseigenschaft der Quasiordnung (S, ., <) folgt
die Wohlordnung der Ordinalzahlenmenge ny(n+1).

Beweis. Sei o, a,,... eine unendliche Folge von Ordinaltermen aus my(n+1).
Dannist s(a), s(,), ... eine unendliche Folge von Folgen aus S, .. ;, von denen jede
mit 0 beginnt. Aus der Wohlordnungseigenschaft von (S, ;, <) folgt, daB es i <j
mit s(x;) < s(«;) gibt. Dann gilt, da s(«;) mit 0 beginnt, s(a;) < *s(a;), folglich nach
Lemma 3.1 ;< a;. Es folgt also, daB es keine unendliche absteigende Folge von
Ordinalzahlen aus 7y(n+ 1) gibt, d.h. da ny(n+ 1) wohlgeordnet ist.

SatzIl. Der allgemeine Satz I ist in der reinen Zahlentheorie nicht beweisbar.

Beweis. Nach den Lemmata 1.7 und 2.11a) ist mny(n+1) die Menge aller
Ordinalzahlen <w,,,(1). Nach Lemma 3.2 folgt die Behauptung, da &
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=sup{w,(1):n<w} ist und dic Wohlordnung der Ordinalzahlen bis ¢, in der
reinen Zahlentheorie nicht beweisbar ist.

(Um die Wohlordnungseigenschaft ausdriicken zu konnen, hat man in der reinen
Zahlentheorie freie Funktionsvariablen oder freie Prédikatenvariablen
zuzulassen.)

4. Eine endliche Miniaturisierung

Der Satz I gehort nicht zum Gebiet der reinen endlichen Kombinatorik, weil
sich die Wohlordnungseigenschaft nicht ohne Funktionsvariablen oder
Priadikatenvariablen ausdriicken 148t. Wir fithren in diesem Abschnitt eine rein
endliche Aussage ein, die in einem engen Zusammenhang mit Satz I steht, und
zeigen, daB auch diese endliche Miniaturisierung von Satzl in der reinen
Zahlentheorie nicht beweisbar ist.

Ist s eine endliche Folge, so bezeichnen wir mit |s| die Lange von s, d.h. die Anzahl
der Glieder der Folge s. Eine unendliche Folge sq, s;,... von endlichen Folgen
heiBe langsam, wenn es eine natiirliche Zahl m gibt, so daB |s;| <m- (i + 1) fiir alle s,
gilt. LW(S,,, ;) bedeute,daB (S, . ;, <) langsam wohlgeordnet ist,d.h. daB es fiir jede
langsame unendliche Folge sq, s;, ... von Elementen aus S, , ; Indizes i <j mit s;
<s; gibt. Nach dem Lemma von Konig ist LW(S,, ;) dquivalent mit der rein
endlichen kombinatorischen Aussage

A(n): Zu jeder natiirlichen Zahl m gibt es eine so groBe Zahl k, daB es fiir jede Folge
Sos ---, S von Elementen aus S, , ;,inder s <m- (i+ 1) firalle i < k gilt, Indizes i < j
<k mit 5;<s; gibt.

(Hiermit haben wir das Miniaturisierungsverfahren von Friedman [4] entsprech-
end wie in [9] Abschnitt 3 benutzt.) A(n) ist eine I19-Aussage, da sie hinter den
Quantoren Ym3k nur beschrinkte Quantoren enthdlt. Aufgrund von Satz I und
dem Lemma von Konig ist VnA(n) ein wahrer Satz.

Satz III. Der wahre I13-Satz VnA(n) ist in der reinen Zahlentheorie nicht beweisbar.

Beweis. Wir benutzen das ibliche Cantorsche Bezeichnungssystem fiir die
Ordinalzahlen <¢&,. PRW(g,) bedeute, daB dieses System keine primitiv-rekursive
unendliche absteigende Folge hat. Fir f<e, sei |f| die Anzahl der in f
auftretenden Symbole, d.h. |0]=1 und

jwfo+ ...+ =2n+14|Bol+ ... + 1Bl

falls B, > ... > B, ist. Eine unendliche Folge a, @4, ... von Ordinalzahlen < ¢, heiBe
langsam, wenn es eine natiirliche Zahl m gibt, so daB |o;| < m - (i + 1) fiir alle i gilt.
LW(g,) bedeute, daB es keine langsame unendliche absteigende Folge von
Ordinalzahlen <eg, gibt.

Aus der Gentzenschen Beweistheorie ist zu entnehmen, daB PRW(g,) in der reinen
Zahlentheorie nicht beweisbar ist. Hieraus folgt nach [9] Lemma 3.7, daB auch



84 Kurt Schiitte und Stephen G. Simpson

LW(ge) in der reinen Zahlentheorie nicht beweisbar ist. Sei nun ay,a;, ... eine
langsame unendliche absteigende Folge von Ordinalzahlen <¢, Wéhlen wir n so
groB, daB oy <w, , ,(1)ist, so erhalten wir eine unendliche Folge s(a), s(2,), ... von
Elementen aus S, . ;. Wie aus Lemma 2.11 zu entnehmen ist, gilt |s(a,)| < |o,| fiir alle
i. Daher ist auch s(a,), s(«,), ... eine langsame Folge. Somit folgt aus A(n), daB es
i< j mit s(a;) < s(a;) gibt, woraus wie im Beweis von Lemma 3.2 o; < o; folgt, d.h. es
folgt, daB es keine langsame unendliche absteigende Folge von Ordinalzahlen <,
gibt. Somit folgt LW(e,) aus VnA(n). Daher folgt aus der Unbeweisbarkeit von
LW(g,) die Unbeweisbarkeit von YnA(n) in der reinen Zahlentheorie.

5. Wohlordnungsbeweis fiir (S, ,,, £*) in der reinen Zahlentheorie

Wir beweisen in diesem Abschnitt, daB fiir jede einzelne natiirliche Zahl n die
Wohlordungseigenschaft von (S, {, <*) und somit auch von (S, ,,, <) sowie
A(n) in der reinen Zahlentheorie beweisbar ist. Hierzu brauchen wir die folgenden
Definitionen.

Definition der disjunkten Vereinigung Q,uQ, und des Cartesischen Produktes
0, xQ, von Quasiordnungen Q,, Q,.

Fiiri=1, 2 sei Q, eine Quasiordnung beziiglich einer Relation <, Dannsei Q,UQ,
die Quasiordnung mit den Elementen (q;, i), wobeii€ {1,2} und g; € Q, ist, und der
Ordnungsrelation: Fiir (a;, i), (b}, j) € Q,LQ, gelte (a;, i) = (b}, j) genau dann, wenn
i=jist und g;<;b; gilt.

0, xQ, sei die Quasiordnung mit den Elementen (a,, a,), wobei a, € Q, und
a, € Q, ist, und der Ordnungsrelation: Fiir (a,, a,), (b,,b,) € Q, x Q, gelte (a,, a,)
<(b,,b,) genau dann, wenn a, < ,b; und a, <,b, gilt.

Folgerung. Indem wir isomorphe Quasiordnungen miteinander identifizieren, erhal-
ten wir fiir Quasiordnungen-Q,, Q,, Q5 die Gesetze:
0,v0,=0,00,, 0Q;U(Q,V03)=(Q,V0,)V0;,
0:1x0,=0,%x0;, 0 x(Q2x03)=(0:%x0Q3)xQ3

01 x(Q2903)=(Q; xQ,)u(Q; X Q5).

und

Definition von Q <. Ist Q eine Quasiordnung beziiglich einer Relation <, so sei Q~“
die Quasiordnung der Menge aller endlichen Folgen von Elementen aus Q mit der
Ordnungsrelation: Fiir (ay, ..., a), (b, ..., b,) € Q<° gelte (aq, ..., a) < (bos - > bm)
genau dann, wenn es eine streng monotone Abbildung f von {0, ..., k} in {0, ...,m}
gibt, so daf a;<b g, fiir alle i<k gilt.

Definition von Bad(Q) und Q; fiir s€ Bad(Q).
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Ist Q eine Quasiordnung beziiglich einer Relation =<, so verstehen wir unter einer
schlechten endlichen Folge von Q eine Folge (aq, ..., a;) von Elementen aus Q mit
der Eigenschaft, da es keine Indizes i < j < k mit a; < q; gibt. (Insbesondere ist jede
eingliedrige Folge (a,) eine schlechte Folge.) Bad(Q) sei die Menge aller schlechten
endlichen Folgen von @ einschlieBlich der leeren Folge ( ). Fiir s € Bad(Q) sei Q,
die Menge derjenigen a € Q, fiir die auch sn(a) € Bad(Q) ist, Q, ist entweder leer
oder eine Quasiordnung beziiglich der auf Q, beschriankten Relation <.IstaeQ,,
so sei Qy(a) = Q; ) Offenbar ist Q ,=0Q.

Definitionen beziiglich einer linearen Ordnung.

Unter einer linearen Ordnung verstehen wir eine Menge o, fiir deren Elemente eine
lineare Ordnungsrelation < definiert ist. o+ 1 sei dann die lineare Ordnung
gu{c} mit ¢ <o fiir alle £ € 6. Eine lineare Ordnung ¢ heille gut, wenn sie primitiv-
rekursiv ist und es eine primitiv-rekursive Operation N auf ¢ gibt, die jedem £ e o
ein kleinstes N¢ € 0 + 1 mit £ < N& zuordnet. Wir schreiben dann & + 1 fir N¢E.

Zu jeder primitiv-rekursiven linearen Ordnung o gibt es eine primitiv-rekursive
lineare Ordnung w°, deren Elemente die formalen Summen @ + ...+ mit
£,=...2¢&, aus o sind. Hierfiir wird die natiirliche Addition in {iblicher Weise
definiert. Auf w®” werden sowohl die primitiv-rekursive Ordnungsrelation als
auch die primitiv-rekursiven Operationen der natiirlichen Addition und der
natiirlichen Multiplikation in {blicher Weise definiert. Hierfir gelten die
kommutativen und assoziativen Gesetze und das distributive Gesetz. w® ist additiv
unzerlegbar, und w®® ist multiplikativ unzerlegbar.

Lemma 5.1. Ist ¢ eine primitiv-rekursive lineare Ordnung, die in der reinen
Zahlentheorie als wohlgeordnet beweisbar ist, so ist auch ®° in der reinen
Zahlentheorie als wohlgeordnet beweisbar.

Beweis entsprechend wie fiir die Lemmata 1 und 2 in [8] auf Seite 180.

Definition. Unter einer Einordnung einer Quasiordnung Q durch eine lineare
Ordnung o verstehen wir eine Abbildung f : Bad(Q)—0o + 1 mit der Eigenschatft,
daB f(sn(u)) < f(s) fiir alle sn(u) e Bad(Q) gilt.

Folgerung. Eine Quasiordnung Q ist genau dann wohlgeordnet, wenn es eine
Einordnung von Q durch eine lineare Wohlordnung gibt.

Wir benutzen im folgenden eine effektive Version eines Satzes von Higman [6].
Der Satz von Higman besagt, daB fiir jede wohlgeordnete Quasiordnung Q auch

die Quasiordnung Q < wohlgeordnet ist. Unsere effektive Version dieses Satzes
lautet:

Lemma 5.2. Inder reinen Zahlentheorie ist beweisbar: Ist Q eine primitiv-rekursive
Quasiordnung und f eine primitiv-rekursive Einordnung von Q durch eine gute
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lineare Ordnung o, so lift sich eine primitiv-rekursive Einordnung g von Q=® durch
w®"" effektiv definieren.

Beweis. Gegeben seien Q, f und ¢ gemilB den Voraussetzungen des Lemmas. Als
Cartesische Zusammensetzungen bezeichnen wir die formalen Ausdriicke, die in
der folgenden induktiven Weise definiert sind.

1. Ist se Bad(Q), so seien Q, und (Q,)<“ Cartesische Zusammensetzungen. Eine
solche Cartesische Zusammensetzung heile atomar. Sie ist entweder leer oder eine
Quasiordnung.

2. Sind R und S Cartesische Zusammensetzungen, so seien auch das Cartesische
Produkt R x S und die disjunkte Vereinigung RuS Cartesische Zusammensetzun-
gen. (R x S ist genau dann leer, wenn R leer oder S leer ist. RUS ist genau dann leer,
wenn R und S leer sind.)

Jede nichtleere Cartesische Zusammensetzung ist eine Quasiordnung,.

Der Wert |C| einer Cartesischen Zusammensetzung C wird folgendermaBen
induktiv definiert.

1. Fiir seBad(Q) sei |Q | =w®' und [(Q,)<¢|=w®""".

2. Fiir Cartesische Zusammensetzungen R und S sei

IRx S|=|R|x|S| (natiirliches Produkt)

und .
[RUS|=|R|#|S| (natiirliche Summe).

Um die Einordnung g zu bestimmen, definieren wir zunichst fiir jedes

teBad(Q =®) durch Induktion nach der Linge von ¢ eine primitiv-rekursive
Einbettung h, von (Q =®), in eine gewisse Cartesische Zusammensetzung C,, so daf3

u<v< h(u) <h(v)

fir alle u, ve (Q=?), gilt. Wir setzen dann g(t)=|C,|.
Als Anfangsschritt nehmen wir fiir h, die Identitétseinbettung von (Q ), =Q~*
in C,=(Q)“*=0Q~°. Dann ist

9O)=ICo|=I@) <= S0,

Sei nun t’'=tN(u) e Bad(Q<*) und h,: (Q~*®),—C, mit g(¢)=|C,| bereits definiert.

Wir haben dann h, zu definieren. Aufgrund des distributiven Gesetzes hat C,

eine Normalform I
Ci=Ui=o XL oRy;s

wobei jedes R;; eine atomare Cartesische Zusammensetzung ist. Da u e (Q=°), ist,

hat man h(u)eC, folglich h(u)e x"LoR;; fir ein i<n. Wir koénnen i=0

annehmen, also h,(u)=(ry, ...,7,,) mit r;€ Ry; fir alle j<n,. Fiir jedes

(SO, ...,S,,O)ES=( x;(’:oRoj)(ro, eiey r"o

hat man s; € Ro ; fir alle jgno.und 5;€ Ry(r;) fir mindestens ein j <n,. Man hat
daher eine Einbettung von S in

no no ’
UiZo X% oRj,
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wobei R = Ry, fiirj + k und Rj;= R, j(r;) ist. Wir betten nun R’ in eine Cartesische
Zusammensetzung R}, ein. Hierbei sind folgende drei Fille zu unterscheiden.
1. Fall: j*k. Dann sei R} =Rj, = Ry, mit der Identitétseinbettung.
2. Fall: j=k, Ry;=Q, mit s€ Bad(Q). Dann hat man r;=ae Q,, so daB Q(a) eine
atomare Cartesische Zusammensetzung ist. In diesem Fall sei R};=Rj;=R(r;)
=Q,(a) mit der Identitétseinbettung.
3. Fall:j=k, Ry;=(Q,)~“ mit s € Bad(Q). Dann hat man r;=(a, ..., a,,) € (Q;) *“.
Fiir jedes w € Ry (r;) gibt es eine kleinste Zahl [<m mit (a,, ..., a) £w. Dann hat w
die Gestalt

w=woN(bo)... w10 (b_ )w,
wobei w; leer oder w; € Q(a;)=® und b, € Q, ist. Man hat daher eine Einbettung von
R}j=Ryr;) in

Ry;=UTZo((So X ... X S )U(Sg X ... X §;-1 X Q@) =),

wobei S;=0Q,U(Q,(a;) = x Q,) ist.
Wir haben |Q | =w®” <w® "' und |Q(a)<°|= """ <", Aufgrund
der additiven und multiplikativen Unzerlegbarkeit von «®’”"" folgt |Rj;
<w® " =|Ryjl.
C, sei nun diejenige Cartesische Zusammensetzung, die sich ergibt, wenn in C,
= U= X j-oR;; die Komponente x72,R,; durch U2, x ;2 oRj, ersetzt wird. h,.
wird definiert als eine Zusammensetzung aus h, und den oben definierten
Einbettungen.
Wir rechnen nun aus:

|U7(io X k% OR;',kl =ZT; ol Tk2 OlR}/kI s
wobei Y die natiirliche Summe und [ das natiirliche Produkt bezeichnet. Fiir alle
Jjund k ist |R}|<|R und |R7;| <|R,j. Es folgt

[Tk ol Rl <ITjZolRojl -
Aufgrund der additiven Unzerlegbarkeit von []}2 Rl folgt

12 ol Tk ol Rl < [T520IR,jl -
Hiermit ergibt sich

g(t)=1C,|<|Cl=4().
Dies beendet den Beweis von Lemma 5.2.

Anmerkung. Die Ideen zum vorstehenden Beweis stammen zum Teil von De Jongh
und Parikh [3] und Schmidt [7].

Satz 5.3. In der reinen Zahlentheorie ist beweisbar, daf fiir jede wohlgeordnete
Quasiordnung Q auch die Quasiordnung Q <® wohlgeordnet ist.

ngeis. Dies folgt unmittelbar aus der Relativierung der Lemmata 5.1 und 5.2 zu
einer freien Funktionsvariablen.
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Lemma 5.4. In der reinen Zahlentheorie ist beweisbar: Ist Q eine primitiv-rekursive
Quasiordnung und f eine primitiv-rekursive Einordnung von Q durch eine gute
lineare Ordnung o, so lipt sich eine primitiv-rekursive Einordnung g von Q x Q<¢
durch w®°"” effektiv definieren.

Beweis. Entsprechend wie im Beweis von Lemma 5.2 definieren wir fiir jedes
t e Bad(Q x Q =®) durch Induktion nach der Léinge von ¢ eine primitiv-rekursive
Einbettung h, von (Q x Q=®), in eine gewisse Cartesische Zusammensetzung C,
und setzen g(t)=|C,|.
h, sei die Identititseinbettung von (@ x Q=°),=Qx Q= in C,=Q, x(Q()~*
=0 x Q=® Dann ist

9(0)= IC()| — 0?5 @O L et

Istt’=tn(u)eBad(Q x Q=) und h,:(Q x Q=°),—C, mit g(t)=|C,| bereits definiert,
so definieren wir C,. und h, entsprechend wie im Beweis von Lemma 5.2, so daf}
sich g(t") < g(t) ergibt, womit Lemma 5.4 bewiesen ist.

Wir fassen nun jede Ordinalzahl « als die Menge aller Ordinalzahlen <a auf, so
daB jede Ordinalzahl >0 eine lineare Wohlordnung bezeichnet.

Lemma 5.5. Fiir jede einzelne natiirliche Zahl n ist in der reinen Zahlentheorie
beweisbar, daf es eine primitiv-rekursive Einordnung f,von(S, ., <*)durcha, gibt,
wobei 0y =w und o, =" " ist.

Beweis durch Induktion nach n. Wir setzen Q,=(S,+ 1, <*). Jedes Element aus S,
ist eine endliche Folge von Nullen. Bezeichnet |a| die Lange einer Folge ae S, und
ist s=(ay, ...,a,)€Bad(Q,), so ist |ag|>...>]|a,|>0. Dann sei fy(s)=|a,|—1.
Hiermit und mit f,(()) = w erhalten wir eine primitiv-rekursive Einordnung f, von
Q, durch w. Die Behauptung gilt also fiir n=0.

Wir beweisen nun die Behauptung firr n+ 1 unter der Voraussetzung, daB sie fiir n
gilt. A, sei die Menge derjenigen Folgen aus S, , ,, in denen 0 nicht auftritt. B, sei
die Menge derjenigen Folgen aus S,,,, die mit 0 beginnen und an keiner
anderen Stelle 0 enthalten. Jedes a€ S, , , hat die Gestalt

a=ag...a

el

wobei im Fall m=0 ay€ 4, ist und im Fall m>0 a, leer oder a,€ A4, ist und
a,...,a,€ B, sind. Wir setzen dann

hy(@)=((0)aq, ((0), a3, ..., ap)) »

wobei a; aus a; dadurch entstehen soll, daB jede darin auftretende Zahl k > 0 durch
k—1 ersetzt wird. Man erhilt h,(a) € Q, x (Q,) <“. Wie sich leicht feststellen 1aBt,
gilt

a<*b<h,(@) <h,(b)

fiir alle a, b€ S, ,. Somit ist h, eine ordnungstreue Einbettung von @, in Qn
x(Q,)<®. Fir s=(ay, ..., a,) € Bad(Q, ) sei hy(s)=(h,(a); ..., h,(a,)). Hiermit
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und mit h(())=() erhalten wir eine primitiv-rekursive Einbettung h, von
Bad(Q,+,) in Bad(Q, x (2,) ).

Nach Voraussetzung hat man eine primitiv-rekursive Einordnung f, von Q, durch
o, Dann hat man nach Lemma 5.4 auch eine primitiv-rekursive Einordnung g,
von Q,x(Q,)<? durch a,,,;=w*""" Setzen wir nun f,(s)=g,(h,(s)) fiir
seBad(Q,. ), so erhalten wir eine primitiv-rekursive Einordnung f, ., von Q, .,
durch «,, ,, womit Lemma 5.5 bewiesen ist.

Satz IV. Fiir jede einzelne natiirliche Zahl n ist in der reinen Zahlentheorie
beweisbar, daf die Quasiordnung (S, , ,, =*) wohlgeordnet ist.

Beweis. Dies folgt aus den Lemmata 5.1 und 5.5.
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