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NICHTBEWEISBARKEIT VON GEWISSEN KOMBINATORISCHEN 
EIGENSCHAFTEN ENDLICHER BAUME * 

Stephen G. Simpson ~ 

Unprovability of certain combinatorial properties of finite trees 

Abstract. In this paper we exposit some as yet unpublished results of Harvey 
Friedman. These results provide the most dramatic examples so far known of 
mathematically meaningful theorems of finite combinatorics which are unprov- 
able in certain logical systems. The relevant logical systems, A T R o  and I I l  - - C A o ,  

are well known as relatively strong fragments of second order arithmetic. The 
unprovable combinatorial theorems are concerned with embeddability properties 
of finite trees. Friedman's method is based in part of the existence of a close 
relationship between finite trees on the one hand, and systems of ordinal notations 
which occur in Gentzen-style proof theory on the other. 

Zusammenfassung. In der vorliegenden Arbeit stellen wir gewisse bis jetzt nicht 
ver6ffentlichte Forschungsergebnisse yon Harvey Friedman vor. Diese Ergebnisse 
liefern die eindrucksvollsten bis jetzt gefundenen Beispiele yon mathematisch 
bedeutsamen S/itzen der endlichen Kombinatorik, die in gewissen logischen 
Systemen nicht beweisbar sind. Die betroffenen logischen Systeme A T R  o und 
1-iI - C A  o sind als verhfiltnism/il3ig starke Teilsysteme der Arithmetik der zweiten 
Stufe bekannt. Die nicht beweisbaren kombinatorischen S/itze haben mit Ein- 
bettbarkeitseigenschaften endlicher B/iume zu tun. Friedmans Methode grfindet 
sich zum Teil aufeine enge Verbindung zwischen endlichen B/lumen einerseits und 
den Ordinalzahlbezeichnungssystemen andererseits, die in der an Gentzen 
anknfipfenden Beweistheorie vorkommen. 
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O. Einleitung 

GSdels Unvollst~indigkeitssatz von 1931 steUte fest, dab es in jedem formalen 
System ftir die Mathematik nicht entscheidbare endlich-kombinatorische Aussa- 
gen gibt. Anders ausgedrfickt, in jedem formalen System ffir die Mathematik gibt 
es nicht beweisbare, endlich-kombinatorische S~itze. 
Obwohl dieses Ergebnis von GSdel recht erstaunlich und bemerkenswert ist, ist 
manchmal bemfingelt worden, dab G6dels konkrete Beispiele nicht beweisbarer 
endlich-kombinatorischer S~itze mathematisch etwas kfinstlich sind, da sie eine 
Kodierung der logischen Syntax enthalten. Dieser Einwand ist durchaus ernst zu 
nehmen, da es eben denkbar ist, dal3 alle mathematisch bedeutsamen endlich- 
kombinatorischen S/itze beweisbar sin& 
Die Lage ist dutch die Arbeit von Paris und Harrington aus dem Jahre 1977 [-23] 
viel klarer geworden. Diese Arbeit lieferte n/imlich einen vSllig durchsichtigen Satz 
der endlichen Kombinatorik, eigentlich eine sehr einfache Verst/irkung des 
endlichcn Ramseysatzes, der in Zt nicht beweisbar ist. (Hier ist Z t das bekannte 
formale System der Arithmetik der ersten Stufe, die sogenannte Peanoarithmetik.) 
Seit diesem Durchbruch yon Paris und Harrington sind mehrere andere 
Ergebnisse derselben Art erschienen. Besonders bemerkenswert in diesem Zusam- 
menhang waren die Ergebnisse yon Kirby und Paris aus dem Jahre 1981 [-16]. 
Auch dabei handelte es sich um mathematisch sehr ansprechende kombinatori- 
sche S/itze, die in Zt nicht beweisbar sind. 
Leider betreffen die eben erwfihnten Ergebnisse nur das spezielle formale System 
Zt. Was z.B. Z 2, das formale System der Arithmetik der zweiten Stufe anbelangt, 
bleibt die Lage immer noch v611ig unklar. Denn es gibt immer noch keine 
ver6ffentlichten Beispiele yon mathematisch bedeutsamen S~itzen der endlichen 
Kombinatorik, die in Z2 nicht beweisbar sin& 
Anstatt das ganze System Z2 zu untersuchen, ist es naheliegend, Teilsysteme yon 
Z 2 zu betrachten. Ffir solche Teilsysteme ist die gegenwfirtige Lage ein wenig 
komplizierter. Erstens wurde in den letzten Jahren eine kleine Anzahl Teilsysteme 
yon Z 2 isoliert, die ffir die Entwicklung der tiblichen mathematischen Praxis 
besonders gut geeignet sind. (Diese Isolierung yon wenigen mathematisch 
bedeutsamen Teilsystemen von Z2 wurde mit Hilfe des zur Zeit laufenden 
Forschungsprogramms cter sogenannten ,,Inversen Mathematik" geleistet. Siehe 
[-6, 7, i0, 11, 34-37].) Zweitens hat es sich ergeben, dab nur zwei dieser 
mathematisch bedeutsamen Teilsysteme von Z 2 echt st~irker als Zt sin& Diese 
zwei Teilsysteme heii3en A T R  o und FI~ - CA.  (Siehe [-7, 10, 11, 33-36] und dazu die 
Er6rterungen zu Beginn yon den Abschnitten 2. und 3. der vorliegenden Arbeit.) 
Drittens wurde 1979 in [-i0] ein mathematisch bedeutsamer endlich- 
kombinatorischer Satz dargeboten, der in A T R  o nicht beweisbar ist. Dieser 
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kombinatorische Satz geh6rt zum Gebiet der endlichen Ramseytheorie, und 
seine Aussage ist leicht verstgndlich, wenn auch ein wenig unelegant. Siehe auch 
Shelah [30]. 
Abet bis jetzt hatte es auger [10] und [30] keine weiteren mathematisch 
bedeutsamen S~itze der endlichen Kombinatorik gegeben, die in ATRo oder in 
HI - C A o  nicht beweisbar sind. Es ist der Zweck der vorliegenden Arbeit, einige 
weitere Beispiele solcher S/itze darzustellen. Diese Beispiele, und zwar alle neuen 
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit, sind Harvey Friedman [8, 9] zu 
verdanken. 
Unsere kombinatorischen Betrachtungen haben ihren Ursprung in gewissen 
Einbettbarkeitsfragen in der Theorie yon endlichen Graphen. Eine Vermutung 
yon Wagner besagt, dab es ffir jede 2-dimensionale Mannigfaltigkeit M nur 
endlich viele minimale, in M nicht hom6omorph einbettbare, endliche Graphen 
gibt. (Hier soll Minimalit/it in Bezug auf die hom6omorphe Einbettbarkeitsrela- 
tion verstanden werden.) Eine berfihmte Vermutung yon Vfizsonyi besagt, dab 
jede Menge endlicher Graphen, die in jedem Knoten den Grad < 3 haben, nur 
endlich viele minimale Elemente hat. Ein berfihmter Satz yon Kruskal behauptet, 
dag jede Menge von endlichen B/lumen nur endlich viele minimale Elemente hat. 
(Hier ist unter einem Baum ein zusammenh/ingender Graph zu verstehen, der 
keinen Zykel enth/ilt.) Siehe [18, 19, 21, 22]. 
Der eben erw/ihnte Satz von Kruskal ist in ATR o nicht beweisbar. Dieses 
Nichtbeweisbarkeitsergebnis ist das erste Ergebnis von Friedman, das wir in der 
vorliegenden Arbeit vorstellen werden. 
Fiir unsere Zwecke ist es angemessen, eine leicht ver/inderte Formulierung von 
Kruskals Satz zu benutzen. Ein endlicher Baum wird n~imlich ffir uns kein Graph, 
sondern eine gewisse Art yon endlicher, partiell geordneter Menge sein (Definition 
1.1). Trotzdem sind der Inhalt unseres Satzes 1.3 und der des oben erw/ihnten 
graphentheoretischen Satzes yon Kruskal im Grunde genommen identisch. 
Das zweite Nichtbeweisbarkeitsergebnis yon Friedman betrifft endliche B~iume 
mit gewisser zus/itzlicher Struktur. Den Knoten der B/iume werden Marken aus 
der endlichen Menge {0, 1, ..., n - 1 }  zugeordnet. Zwischen solchen markierten 
endlichen B~umen wird eine gewisse spezielle Einbettbarkeitsrelation definiert. 
Die Einbettungen mfissen Marken erhalten und, ferner, eine gewisse Lfickenbedin- 
gung erffillen (Definition 4.1). Dann ergibt sich, dal3 die entsprechende Verallge- 
meinerung yon Kruskals Satz wahr, aber in I I l -  CA o nicht beweisbar ist. Diese 
Ergebnisse yon Friedman werden in den Abschnitten 4 und 5 der vorliegenden 
Arbeit vorgestellt werden. 
Leider geh6ren Kruskals Satz und Friedmans Verallgemeinerung davon nicht 
ohne weiteres zum Gebiet der reinen endlichen Kombinatorik. Der Mangel 
besteht darin, dab diese S~itze einen Quantor fiber unendliche Mengen enthalten. 
Aber mit Hilfe des Lemmas yon K6nig [17] kann man Kruskals Satz und 
Friedmans Verallgemeinerung im Endlichen miniaturisieren. Die sich so ergeben- 
den, rein endlich-kombinatorischen S/itze sind allerdings etwas komplizierter als 
ihre unendlichen Vorbilder. Ihre Aussagen enthalten n/imlich eine lineare 
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Wachstumsbedingung f ~  die GrrBe der endlichen B/iume. Trotzdem besitzen 
diese endlich miniaturisierten kombinatorischen S/itze eine gewisse Anmut. 
Friedmans Hauptergebnis (S/itze 3.2 und 5.16 der vorliegenden Arbeit) ist, dab 
diese endlich-miniaturisierten S/itze in ATRo bzw. 1-1~.--CA o nicht beweisbar 
sind. 
Friedmans Methode griindet sich zum Tell auf die Ausnutzung einer gewissen 
Verbindung zwischen endlichen B~iumen und den Bezeichnungen fiir Ordinalzah- 
len, die in der Beweistheorie vorkommen. Die Existenz einer solchen Verbindung 
wurde schon frtiher, z.B. yon Schmidt [27], bemerkt. Aber Schmidt bekam keine 
Nichtbeweisbarkeitsergebnisse. Andererseits gibt es eine bemerkenswerte .~hn- 
lichkeit zwischen den markierten Bfiumen von Friedman (Definition 4.1) und den 
Ordinaldiagrammen von Takeuti [38, 39]. (Vgl. auch Definition 5.6.) Der gr613te 
Unterschied zwischen Friedmans markierten B~iumen und Takeutis Ordinaldia- 
grammen ist, dab jeder markierte Baum nur endlich viele Vorg~inger hat 
(Definition 4.1). Die andere wesentliche Komponente von Friedmans Methode ist 
sein Miniaturisierungsverfahren mit Hilfe einer linearen Wachstumsbedingung 
(Definition 3.1 und 3.4, Satz 3.5). Diese Idee hat offenbar keinen Vorl/iufer. 
Wir danken Harvey Friedman f/Jr die Erlaubnis, die vorliegende Arbeit zu 
ver6ffentlichen. Wir danken auch den Mitgliedern des Oberseminars fiir Mathe- 
matische Logik der Universit/it M~nchen, besonders den Herren Buchholz, Jfiger, 
Osswald und Pohlers, f~r ihre Hilfe bei der Vorbereitung dieser Arbeit. 

1. Beweis  yon Kruskals Satz  

1.1 Definition. Ein endlicher Baum ist eine endliche, partiell geordnete Menge T, so 
daB: 
(i) T ein kleinstes Element hat (dieses Element heiBt die Wurzel von T); 

(ii) f/ir jedes b ~ T die Menge {a ~ T : a < b} eine total-geordnete Teilmenge von T 
ist. 

1.2 Definition. F/Jr endliche Bfiume T 1 und T 2 ist eine Einbettung eine eineindeutige 
Abbildung f : T 1 ~ T2, so dab f (a  ix b) = f(a) ^ f(b) f/Jr alle a, b E T 1. (Mit a A b 
bezeichnen wir das Infinum von a und b.) Mit T1 ~ Tz wird die Existenz einer 
Einbettung f : T1 ~ T2 notiert. 

1.3 Kruskals Satz [18]. Fib" jede unendliche Fotge endlicher Biiume ( Tk : k < a~) 
gibt es Indizes i und j mit i <j < 0 und T~ < T~. ( Anders ausgedri~ckt, es gibt keine un- 
endliche Menge paarweise nicht ineinander einbettbarer endlicher Rdume.) 

Ftir den Beweis von Kruskals Satz brauchen wir die folgende abstrakte 
Formulierung: 

1.4 Definition. Eine Quasiordnung ist eine Menge .~ mit einer reflexiven, transitiven, 
auf.~ definierten Relation <.  Eine Wohlquasiordnung (WQO) ist eine Quasiord- 
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nung -~ mit der Eigenschaft, dab es fiir jede unendliche Folge(Q, :  k<co) yon 
Elementen Qk ~-~ Indizes i und j gibt, so dab i<j  < co und Qi < Qi" 

1.5 Beispiel. Sei 9-- die Menge aller endlichen B/iume mit der Einbettbarkeitsrela- 
tion < v o n  1.2. Dann ist ~J" offenbar eine Quasiordnung. Kruskals Satz 1.3 ist die 
Behauptung WQO(oq-). Fiir weitere Entwicklungen der allgemeinen Wohlquasi- 
ordnungstheorie siehe [19-21, 31]. 
Ftir eine beliebige Quasiordnung .~ heil3t eine unendliche Folge (Qk: k < co) aus 
.~ schlecht, wenn Qi ~ Qs f/Jr alle i und j mit i < j  < co gilt..~ ist wqo genau dann, 
wenn sie keine schlechte Folge enth/ilt. 

1.6 Lemma (Higman [12]). Ist .~ eine beliebige WQO, so ist auch .~ <,o eine WQO. 
Hier bezeichnet .~<o, die Menge aller endlichen Folgen aus .~, quasigeordnet durch 

<Q0, 01, ..., Qm-1> < <Q'o, Qi . . . . .  O'~- 1> 

:'~qio, il . . . . .  ira-1 mit i o < i l < . . . < i , , _ l < n  und Qo<Q;o, QI<Q;,  . . . . .  Q,,-1 
<a;._~. 

Beweis. Nehmen wir an, dab .~<o, nicht wqo w/ire. Dann g~ibe es mindestens eine 
schlechte Folge aus .~ <,o. Wir bilden eine minimale schlechte Folge ( tk :k  < co), 
tk ~ -~ <'°, wie folgt. Sei t o s .~ < o, minimal, so dab eine schlechte Folge (t;, : k < co) 
mit t'o=to existiert; dann sei tl ~.~<o, minimal, so dab eine schlechte Folge 
(t;,: k<co) mit t'o=t o und t'~ = t  1 existiert; und so weiter. 
Es ist klar, dab tk +-( ) f/ir jedes k < co gilt. Wir setzen 

tk = ( Q ~ )  sk, 

wobei Qk ~ -~ das erste Element yon tk ist, Dann ist Sk e ~ < ' ,  und ftir die L/inge gilt 
lh( sk) = lh( tk) -- 1. 
Wir behaupten, dab die Folge (Sk:k<co)  keine schlechte Teilfol~e besitzt. 
Anderenfalls g/ibe es eine schlechte Folge (Sk, : i < CO} mit k~ < k i fiir alle i und j  mit 
i < j  < co. Dann w/ire die Folge (to, tl .... tko- 1, Sko, Sk, . . . .  ) auch schlecht. Aber das 
widerspr~ichige der Minimalit/it von tk,. Unsere Behauptung ist damit 
bewiesen. 
Wegen der obigen Behauptung und Ramseys Satz [25-1 ist es klar, dab die Folge 
(Sk ! k < co) eine Teilfolge (Sk, : i < co) enthalten muB, so dab ki < kj und Ski 5~ Skj fiir 
alle i und j  mit i < j  < co gilt. Da .~ wqo ist, gibt es i und j  mit i < j  < co und Qk,-~ Qkj. 
Aber dann haben wir unmittelbar 

tk, = (Qk,)Sk, < (Qkj) Ski = tkj, 

was dem Schlechtsein von ( t k :k<co)  widerspricht. [] 

Beweis yon Satz 1.3 (Nash-Williams [22]). Satz 1.3 ist die Behauptung, dab ~- wqo 
ist. Anderenfalls sei (Tk:k < co) eine minimale schlechte Folge aus 3-. Fiir jedes 
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k<co seien Tk m, 1 <m<nk, die Komponenten von Tk\{Wurzel(Tk)}. Setzen wir 

5a = {7~k : k<co, 1 ~m~nk} .  

Somit ist 5 a eine Teilmenge yon ~J'. 
Wir behaupten, dab 5 ° wqo ist. Anderenfalls g/ibe es eine schlechte Folge aus SP der 
Form (Tk~" : i < co), wobei i < mi < nk, und ki < k~ fiir atle i und j mit i < j  < co ist. 
Dann w/ire die Folge (To, T1 . . . . .  Tko-1, Tko °, 7~k~ ~ ....  ) auch schlecht, was der 
Minimalit/it yon Tko wiederspr/iche. Unsere Behauptung ist damit bewiesen. 
Wegen Lemma 1.6 haben wir auch WQO(~<'). Insbesondere ist die Folge 
( t  k : k < co)  nicht schlecht, wobei t k = ( rk 1, rk2, . . . ,  Zk nk ) E ,9 ° < ~ ist. Das heigt, es gibt 
i und j mit i<j <co und q <  tj. Aber dann folgt unmittelbar Ti < T i, was dem 
Schlechtsein yon (T~ : k < co) widerspricht. [] 
Es gibt eine noch allgemeinere Formulierung, die sowohl Higmans Lemma 1.6 als 
auch Kruskals Satz 1.3 einschliegt: 

1.7 Definition. Ist .~ eine beliebige Quasiordnung, so setzen wir 

J ( .~) :  = {(T,/) : T e ~" und I: T~.~}.  

D.h., ein Element yon J-(.~) ist ein endlicher Baum mit Marken ais .~. (Die 
Funktion l heiBt Markierungsfunktion.) Wir definieren (7"1, lO < (T2,/2) :<*3 Ein- 
bettung f : 7"i --* 7"2 mit ll(b) < 12(f(b)) ffir alle b ~ T1. Mit dieser Relation wird J-(.~) 
quasigeordnet. 

1.8 Satz (Kruskal 1-18-]). V~(.~ wqo~9"-(.~) wqo). 

Beweis. Der Beweis ist eine kleine Modifikation des Beweises von Satz 1.3. Im 
letzten Teil des Beweises mul3 man genau wie im letzten Teil des Beweises yon 
Lemma 1.6 wieder den Satz von Ramsey und die WQOheit von ~ anwenden. [] 

2. Nichtbeweisbarkeit von Kruskals Satz in A TR o 

Es ist das Ziel dieses Abschnittes zu zeigen, dab Kruskals Satz 1.3, nfimlich 
WQO(9-), in einem bestimmten logischen System ATRo nicht beweisbar ist. 
Zun/ichst machen wir einige Bemerkungen fiber ATRo. 
ATR o ist ein Teilsystem der Arithmetik der zweiten Stufe. Das Hauptaxiom yon 
ATR o ist die arithmetische transfinite Rekursion, d.h. die Behauptung, dab 
arithmetische Komprehension entlang beliebiger abz/ihlbarer Wohlordnungen 
iterierbar ist. Insbesondere enth/ilt A TR o das formale System A CAo der arithmeti- 
schen Komprehension. Deshalb erlaubt ATRo eine bequeme Entwicklung groBer 
Teile der fiblichen Mathematik, wie z.B. die Theorie der stetigen Funktionen 
mehrer reeller Variablen, das Riemannsche Integral, die Theorie der abz/ihlbaren 
K6rper, die Topologie vollkommener separabler metrischer R/iume, die Struktur- 
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theorie separabler Banachr/iume und im allgemeinen alle anwendbare Mathema- 
tik. (Die Details der Entwicklung der fblichen Mathematik in A C A  o sind z.B. in 
E11, 34, 36, 40] dargestellt.) Aul3erdem erlaubt A T R o  eine gute Theorie abz~ihlba- 
rer Wohlordnungen. Auf dieser Basis reichen die Axiome von A T R o  aus, viele 
S/itze der Mathematik zu beweisen, die in ACAo nicht beweisbar sind. Z.B. erh/ilt 
man in ATRo:  (i)die Tatsache, dab jede fberabz/ihlbare analytische Menge eine 
perfekte Teilmenge enth/ilt; (ii)den Satz von Lusin fiber analytische Mengen; 
(iii) Determiniertheit oftener Spiele in 09'°; (iv)die Ramseyeigenschaft ffir offene 
Teilmengen von [co]'°; (v) die Ulmsche Strukturtheorie fiir abz/ihlbare reduzierte 
abelsche p-Gruppen. Details fiber A T R o  finden sich in [10, 1 i, 14, 32, 33, 36]. 
In diesem Abschnitt werden wir den Satz von Friedman ([7, 10]) benutzen, der 
besagt, dab die beweistheoretische Ordinalzahl von A TR  o genau die Ordinalzahl 
Foist. Es war schon lange bekannt, dab Fo auch die beweistheoretische Ordinalzahl 
von Fefermans formalem System I R  der sogenannten pr/idikativen Analysis ist 
[5]. (Siehe auch Schftte [28].) Aber IR  ist vom Standpunkt der fblichen 
mathematischen Praxis viel schw/icher als A T R  o [i0, 11, 36]. Aus diesem Grund 
betrachten wir lieber A T R  o als IR.  
Wir benutzen das folgende primitiv rekursive Bezeichnungssystem ff r  die 
Ordinalzahlen kleiner als Fo. Fiir jede Ordinalzahl ct ¢ On definieren wir eine 
Funktion q~: On-*On. N~imlich q~o(fl): = a ~  und, f f r  ct>0, ~o~(fl): = d e r  flte 
simultane Fixpunkt der Funktionen ~o~,, e' < cc Dann ist F o die kleinste Ordinalzahl 
), > 0, so dab ct + fl < y und q~(e, fl) < V fiir alle c~, fl < 7 gilt. Auf diese Weise wird jedes 
ct < F o durch einen Term in 0, + ,  ~o bezeichnet, z.B. 

e2 = ¢p(1, 2) = ~p(cp(0, 0), ¢p(0, 0) + ~o(0, 0)). 

Die Ordnungsrelation dieser Terme ist primitiv rekursiv. 

2.1 Lemma. 
1. Ist  o~ < fl, dann sind auch fl < ct + fl < fl + c~ < ~o(ct, fl) < ~o(fl, ot). 
2. Sind Ctl<C¢ 2 und fll <fl2, dann sind auch cq+fl l<ct2+fl2  und tp(cq,fll ) 
<= ~(~2, ~).  

Beweis. Klar. [] 

Wir definieren eine primitiv rekursive Abbildung 0 : J -*Fo ,  wobei F die Menge 
aller endlichen Bfiume ist. Die Anzahl der Elemente von T wird mit I TI bezeichnet. 
Durch Induktion nach IT] definieren wir o(T)<Fo.  
I. Ist I Zl = 1, setzen wir o ( T ) =  O. 

II. Sonst hat Wurzel (T) endlich viele unmittelbare Nachfolger bl, b2, ..., bin, 
m > 1. Wir setzen T / = {c e T: c > bi}. So sind die Teilb/iume T 1, T 2 . . . . .  T m gerade 
die Komponenten von T~{Wurzel (T)}. Weil ITil < ITI ist, dfirfen wir als Induk- 
tionsvoraussetzung annehmen, dab o(T  i) schon definiert ist. Ferner dfirfen wir 
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annehmen, dab o(T1)>o(T2)> ... >o(T m) gilt. Wir setzen fl=o(Ti), ~ =  o(T2), 
und 

c~+/~ 

o ( T ) =  ~ f l+~  

Somit ist o(T) for alle T e  9-  definiert. 

wenn m = 1, 

wenn m = 2 ,  

wenn m = 3, 

wenn m = 4, 

wenn m=>5. 

2.2 Lemma. Fiir jedes ~ < F o gibt es einen endlichen Baum T e 9- mit o(T)=ct. 

Beweis. Klar. [] 

Ffir jedes c e T setzen wir T ~ = {d e T: d_> c}. 

2.3 Lemma. Ist c<d, so ist o(T~)>o(Ta). 

Beweis. Klar angesichts 2.1.1 and 2.1.2. [] 

2.4 Lemma. Ist f :  T i ~ T  2 eine Einbettung, so ist o(T~)<o(T2 ytaJ) f~r jedes 
aE T I. 

Beweis. Induktion nach [Tla[. Fiir ITS[ = 1 ist o(T~)= 0 und das Lemma ist trivial. 
Sei m (bzw. n) die Anzahl der unmittelbaren Nachfolger von a in T1 (bzw. von f(a) 
in T2). Ffir jeden unmittelbaren Nachfolger bi von a, 1 < i < m, sei c~ der eindeutig 
bestimmte unmittelbare Nachfolger yon f(a) in T2 mit f (a)<q<f(b~) .  Nach 
Induktionsvoraussetzung und Lemma2.3 haben wir o(Tb')<o(Tf~b'~)<o(T~'). 
AuBerdem haben wir fiir 1 N i < j  < m schon a = bi ̂  b j; also ist f(a) = f(bi) ^ f(bj) 
=c~ ^ c~ und daher ist q4:c i. Somit ist klar, dab m~n. Angesichts 2.1.1 und 2.1.2 
folgt damit o(T~)<o(T2I(a)). [] 

2.5 Lemma. 1st T< T', dann ist auch o(T)<o(T'). 

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus den Lemmata 2.3 und 2.4. [] 

Wir schreiben WO(Fo) als eine Abkfirzung for die Behauptung, dab das primitiv 
rekursive Bezeichnungssystem fiir die Ordinalzahlen < Fo wohlgeordnet ist. 

2.6 Lemma. WQO(J-)~ WO(Fo) ist in ACAo beweisbar. 

Beweis. Wir argumentieren innerhalb yon ACA o. Sei (~k:k < co) eine beliebige 
Folge yon Bezeichnungen fiir Ordinalzahlen < F o. Wegen Lemma 2.2 gibt es eine 
entsprechende Folge endlicher B~ume (Tk : k < 09) mit o(Tk) = ~k f~ir jedes k < co. 
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Infolge der Voraussetzung WQO(°J ") gibt es i undj  mit i < j  < co und T i < Tj. Wegen 
Lemma 2.5 haben wir cq = o(T 3 < o(Tj) = c 9. Daher ist (c~ k : k < co) keine absteigen- 
de Folge, d.h. WO(Fo). [] 

2.7 Lemma (Friedman). WO(Fo) ist in ATR o nicht beweisbar. 

Beweis. Siehe [10, 14, 32]. [] 

2.8 Satz (Friedman [8]). Kruskals Satz WQO(~Y-) ist in ATR  o nicht beweisbar. 

Beweis. Weil ATRo ~= ACAo, haben wir aus Lemma 2.6, dab W Q O ( 3 ) ~  WO(Fo) 
in ATRo beweisbar ist. W/ire auch WQO(Y) in ATRo beweisbar, so w/ire WO(Fo) 
in A TRo beweisbar, was Lemma 2.7 widerspr/iche. [] 

2.9 Bemerkun 9. Es ist klar, dab wir F o durch etwas gr6gere Ordinalzahlen ersetzen 
k6nnten, z.B. F~o, Fro, etc. Das ist interessant, weil z.B. F~o laut Friedman und J/iger 
(siehe [8, 14, 32]) die beweistheoretische Ordinalzahl des formalen Systems ATR 
ist. Daher folgt, dab WQO(5)  auch in ATR nicht beweisbar ist. Aber es gibt eine 
Grenze: Friedman [8] hat gezeigt, dab WQO(Y-) (tats/ichlich V.~(.~wqo 
~J~(.~) wqo)) in dem formalen System H 1 -  TI o (vgl. [32]) beweisbar ist. Die 
beweistheoretische Ordinalzahl yon Hi - TIo ist echt kleiner als die Howardzahl 
huo(ea, + 1). Ffir eine genauere Berechnung gewisser dem Kruskalsatz zugeordneter 
Ordinalzahlen siehe auch Schmidt [27]. Die Arbeit [27] enth/ilt aber keine 
Folgerungen wie z.B. Satz. 2.8. 

3. Eine endliche Miniaturisierung von Kruskals Satz 

Das Hauptproblem, mit dem wir uns in der vorliegenden Arbeit besch/iftigen, ist 
folgendes: mathernatisch bedeutsame, endlich-kombinatorische Sdtze zu finden, die 
in verhdltnismdJ3i9 starken logischen Systemen nicht beweisbar sind. 
Wenn wir Satz 2.8 (die Nichtbeweisbarkeit von WQO(Y-) in ATRo) vom 
Standpunkt dieses Problems aus betrachten, bemerken wir einen Mangel. Der 
Satz WQO(Y-) geh6rt n/imlich nicht zum Gebiet der reinen endlichen Kombinato-  
rik, weil er einen Quantor  fiber unendlichen Folgen enth/ilt. Anders ausgedrfickt, 
der Satz W Q O ( J )  ist nicht endlich-kombinatorisch, denn seine syntaktische Form 
ist HI  und nicht arithmetisch. 
In diesem Abschnitt werden wir sehen, auf welche Weise Friedman diesen 
Einwand fiberwindet. Die Idee ist es, den/ / l -Sa tz  WQO(Y-) mit seiner sogenann- 
ten H°-endlichen Miniaturisierung zu ersetzen. Im allgemeinen soil eine endliche 
Miniaturisierung zwei unentbehrliche Eigenschaften haben: (i) sie soll mathema- 
tisch nicht viet komplizierter als ihr unendliches Vorbild sein; (ii) trotzdem soll sie 
immerhin in verh/iltnism/il3ig starken logischen Systemen nicht beweisbar sein. 
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3.1 Definition (Friedman [8]). LWQO(f) ist die folgende Behauptung: F/jr jedes c 
gibt es eine so grol3e Konstante k, dab es ffir jede endliche Folge (To, T1,..., Tk) 
endlicher Baume, in der I T~I _-< c.  (i + 1) f/Jr alle i<j gilt, Indizes i und j mit i<j < k 
und "F;__. Tj gibt. 

In der Aussage von LWQO(9-') bezeichnet ITI die Anzahl der Elemente (d.h. 
Knoten) des endlichen Baumes T. Die Bedingung IT~I < c- (i + 1) ist eine lineare 
Wachstumsbedingung ffir die Folge (To, TI,..., Tk). Die Wahrheit yon L WQO(~--) 
folgt mit Leichtigkeit aus WQO(f) und K6nigs Lemma [17]. 
Wir werden tats~ichlich sehen, dab LWQO(~) die erwfinschte endliche Miniaturi- 
sierung von WQO(~) ist. Es ist schon klar, dab die/-/°-Behauptung LWQO(J') ein 
mathematisch bedeutsamer Satz der endlichen Kombinatorik ist, der auch nicht 
viel komplizierter als WQO(3-) ist. Betreffend die zweite erwfinschte Eigenschaft 
haben wir: 

3.2 Satz (Friedman [8]). Das kombinatorische Prinzip LWQO(F) ist in A TR o nicht 
beweisbar. 

Es scheint angemessen, die Beweismethode f/Jr diesen Satz in einem etwas h6heren 
Grad von Allgemeinheit darzustellen. Sei B ein festgehaltenes, ,,vern/jnftiges", 
primitiv rekursives Ordinalzahlbezeichnungssystem. (Alle in der Beweistheorie 
fiblichen Bezeichnungssysteme [1, 3, 13, 15, 29] sind ,,vernfinftig". Ffir den 
Beweis von Satz 3.2 ist B gleich dem Bezeichnungssystem f/jr Fo. ) 

3.3 Definition. WO(B) ist die Behauptung, dab B wohlgeordnet ist. F/jr jedes 8 s B 
ist WO(8 ) die Behauptung, dab B bis nach fl wohlgeordnet ist, d.h., dab B keine mit 
fl beginnende unendliche absteigende Folge enth~ilt. Wir bemerken, dab WO(B) 
u nd WO(8 ) Ill-Behauptungen sind. PR WO(B) ist die Behauptung, dab B primitiv 
rekursiv wohlgeordnet ist, d.h., dab B keine unendliche primitiv rekursive 
absteigende Folge enth~ilt. Auf analoge Weise definieren wir auch PRWO(8 ) f/Jr 
jedes fl~B. Wir bemerken, dab PRWO(B) und PRWO(8 ) H°-Behauptungen 
sind. 

3.4 Definition. F/jr fl ~ B bezeichnen wir mit 181 die Anzahl von Symbolen in 8. 
Eine unendliche Fotge ( 8 i : i < o ~  aus B heit3t langsam, wenn gilt 3cVi(tS~l 
< c- (i + 1)). LWO(B) ist die Behauptung, dal3 B langsam wohlgeordnet ist, d.h., dab 
B keine langsame, unendliche, absteigende Folge enth/ilt. Wegen K6nigs Lemma 
ist LWO(B) mit der folgenden H2°-Behauptung/iquivalent: f/jr jedes c gibt es ein k, 
so dab es in B keine endliche absteigende Folge 80 > 81 >-.. > 8k mit lSil < c. (i + 1) 
f~ir alle i=< k gibt. Diese H2°-Behauptung bezeichnen wir ebenfalls als LWO(B). Auf 
analoge Weise definieren wit auch LWO(8) for 8 ~ B. 

3.5 Satz (Friedman [8]). In ACA o ki~nnen wir beweisen, daft die folgenden 
Behauptungen paarweise iiquivalent sind: 



Nichtbeweisbarkeit yon 9ewissen kombinatorischen Eigenschaften endlicher Bgiume 55 

1. Das formale System ACAo + {WO(fl) : fl e B} ist II°-korrekt. 
2. PRWO(B).  
3. LWO(B).  

Beweis. Wir argumentieren innerhalb yon ACA o. Die Implikation 2--.1 ist ein 
Ergebnis der klassischen Beweistheorie (siehe z.B. [39, 1]). Implikationen 1--.2 und 
1--.3 sind trivial, denn PRWO(fl)  und LWO(fl) sind H°-Konsequenzen yon 
WO(fl). Es bleibt, die Implikation 3--*2 zu beweisen. 

3.6 Lemma. Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen. Ffir jede primitiv rekursive 
Funktion f : N ~ N  gibt es eine primitiv rekursive Funktion 9 : N  2 ~co ~, so daft: 
(i) 9 (n ,m)>g(n ,m+ l) fi~r alle m< f (n )  

(ii) [9(n, m)[ < Konstante. (n + m + 1). 

Beweis. Wir werden schlieBlich g : N  2-.-~(.D k ffir irgendein k < co bekommen, wobei 
das k yon f abh/ingt. 

I. Ffir f (n )  = n + 1 dfirfen wir g(n, m) = n + 2 -  m nehmen. In diesem Fall haben 
wir g : N2--*co. 
II. Nehmen wir an, dab 9 : N2--*a~ k die erwiinschte Bedingung fiir ein bestimmtes 
f erfiillt. Wir werden ein g': JV2--*o)k + X definieren, das dieselben Bedingungen fiir 
f '  erfiillt, wobei f ° ( n ) =  n, f i+ 1@)=f( f i (n ) )  ' und i f ( n )= i f (n ) .  Niimlich 

g'(n, m) = o k. ( n -  i) + 9(fi(n), j ) ,  

wobei m = f ( n ) + f 2 ( n ) + . . . + f i ( n ) + j ,  i < n , j < f f + l ( n ) .  Wir rechnen aus: 

19"(n, m)[ < Konstante • n + Konstante • (fi(n) +j + 1) 

< Konstante.  ( n + m +  1). 

III. Die Grzegorczyk-Hierarchie wird durch fo(n)= n +  1, fk+ 1@)=fk"(n) deft- 
niert. Aus I u n d  II bekommt jedes fk ein entsprechendes gk:N2~co k+ ~, das die 
Bedingungen (i) und (ii) fiir fk erfiillt. Abet es ist bekannt, dab jede primitiv 
rekursive Funktion f (n )  yon irgendeinem fk(Konstante + n) dominiert wird. Somit 
erffillt gk(KOnstante + n, m) die Bedingungen (i) und (ii) ffir f. [] 

3.7 Lemma. Gegeben eine primitiv rekursive absteigende Folge (ft, : n ~ N )  in B. 
Dann k6nnen wir eine langsame, primitiv rekursive, absteigende Folge (aT, : m ~ N )  
angeben. 

Beweis. Nach Lemma 3.6 sei 9 : N  2--*co ~ primitiv rekursiv mit g(n, j)> g(n,j + 1) 
ffir alle j <  [ft,+ 1[, und [9(n,j)[ <= Konstante.  ( n + j +  1) ffir allen undj .  Wir setzen 

a,, = co °'. ft, + 9(n,j),  

wobei m= [fll[ + 1flz[ + . . .  + [fl,[ +J, J <  [fl,+ d. Wir rechnen aus: 

[am[ _-< Konstante.  [fl.[ + Konstante.  (n + j +  1) 

__< Kons tan te . (m+ 1). [] 
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Lemma 3.7 gibt die Implikation 3--,2 und beendet damit den Beweis von 
Satz 3.5. [] 

Jetzt werden wir Satz 3.5 auf den Spezialfall B = F o anwenden. 

3.8 Lemma. LWO(Fo) ist in A T R  o nicht beweisbar. 

Beweis. In [ i0]  wurde innerhatb yon A C A o gezeigt, dab A C Ao + { WO(fl) : fl < 1o} 
eine Axiomafisierung der in ATRo beweisbaren H~-Shtze ist. Aus dem zweiten 
G6delschen Unvollst/indigkeitssatz sehen wir, dab die Konsistenz von 
ACAo + { WO(fl) : fl < Fo} in A TRo nicht beweisbar ist. Aus Satz 3.5 folgt, dab auch 
LWO(Fo) in ATRo nicht beweisbar ist. [] 

3.9 Lemma. Fiir jedes c¢ < 1" 0 9ibt es einen endlichen Baum T e ~-- mit o (T )=  ~ und 
tT1 <4"  N. (Vgl. Lemma2.2.) 

Beweis. Klar. [] 

3.10 Lemma. LWQO(Y-)--*LWO(Fo) ist in ACA o beweisbar. 

Beweis. Wir argumentieren innerhalb von ACAo. Gegeben sei eine Konstante c. 
Nach der Voraussetzung LWQO(~-) gibt es ein k so groB, dab es keine schlechte 
Folge ( T  o, 7"i . . . . .  Tk) gibt mit I T~I 5 4c. (i + 1) ffir jedes i<  k. Mit den Lemmata 3.9 
und 2.5 sehen wir, dab es auch keine absteigende Folge Fo > So > cq > . . .  > cc k gibt 
mit I~il < c. (i + 1) fiir jedes i <  k. Somit haben wit L WO(Fo) bewiesen. [] 

Beweis yon Satz 3.2. Der Satz ist eine unmittelbare Folgerung aus den Lemmata 
3.8 und 3.10 und der Tatsache ATRoZ=ACA o. [] 

4. Eine Erweiterung von Kruskals Satz 

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine bestimmte Erweiterung von Kruskals 
Satz. Der Beweis dieses erweiterten Kruskalsatzes ist ein wenig komplizierter als 
der des Kruskalsatzes selbst. Im n/ichsten Abschnitt werden wir sehen, dab der 
erweiterte Kruskalsatz in dem formalen System 17~-CAo nicht beweisbar ist. 
Sowohl der erweiterte Kruskalsatz als a uch seine Nichtbeweisbarkeit in 17 ~ -- CAo 
sind Friedman zu verdanken. 

4.1 Definition (Friedman [9]). FiJr n < 09 ist ~ die Menge aller endlichen B~iume 
mit Marken aus n. D.h. ( T , / ) ~  genau dann, wenn T ~ 3 -  und 
l: T~{0,  1 . . . . .  n - 1 } .  Die Menge ~ wird quasigeordnet durch (T1,11) < (T2,12) 
genau dann, wenn es existiert eine Einbettung f :  TI-~T 2 mit folgenden 
Eigenschaften: 
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(i) fiir jedes b e T 1 ist ll(b ) = 12(f(b)); 
(ii) ist b ein unmittelbarer Nachfolger von a in T~, dann ist es fiir jedes c ~ T2 mit 

f (a )  < c < f(b)  schon/2(c) > 12(f(b)). 

Die Bedingung (ii) in der obigen Definition heil3t Li~ckenbedingung. 

4.2 Satz (Friedman 19]). Fiir jedes n < co ist 9--~ eine Wohlquasiordnung. 

F/ir den Beweis dieses Satzes brauchen wir die folgende verallgemeinerte Version. 
F/Jr b e T e 5 schreiben wir T b = {a e T: a > b}. Falls T b = T, heigt b die Wurzel 
yon T. Falls Tb={b}, heil3t b ein Endknoten yon T. Falls Tb4: {b}, heil3t b ein 
Innenknoten von T. 

4.3 Definition. Fiir n < co und eine beliebige Quasiordnung .~ sei ~ ( ~ )  die Menge 
aller endlichen B/iume mit Marken, wobei die Endknoten aus .~ und die 
Innenknoten aus n markiert werden. D.h. (T,/) e ~--n(~.) genau dann, wenn T e  J ,  
l: T--*.~w{O, 1,..., n - 1 } ,  l(b)~.~ fiir alle Endknoten b, und l(b)~ {0, 1 . . . . .  n - 1 }  
f/ir alle Innenknoten b. Die Menge J-,(.~) wird quasigeordnet durch (T~, 11) 
< (T2, 12) genau dann, wenn es existiert eine Einbettung f :  T 1 --* T 2 mit folgenden 
Eigenschaften: 

(i) Ist b ein Endknoten von Tx, dann ist auch f (b)  ein Endknoten yon T 2 und 
l~(b) < 12(f(b)). (Vgl. Def. 1.7.) 

(ii) Ist b ein Innenknoten von T1, dann ist auch f (b)  ein Innenknoten von T2 und 
l~(b) = 12(f(b)). 

(iii) Sind a und b Innenknoten von TI, mit b ein unmittelbarer Nachfolger von a, 
dann ist fiir jedes c e T2 mit f (a)  < c < f (b)  schon/2(c) > 12(f(b)). 

Wir brauchen auch die folgende Variante: 

4.4 Definition. 3"~+(.~) ist dieselbe Menge von endlichen markierten B~iumen wie 
~(.~).  Die Quasiordnung yon J~+ (.~) wird genau wie fiir J-~(.~) definiert, aber mit 
folgender zus/itzlicher Lfickenbedingung an die Einbettungen f :  T~--* T2: 
(iv) Ist b=Wurzel(T1) ein Innenknoten yon T1, dann ist fiir jedes c~ T2 mit 
c < f (b)  schon Iz(c) > lz(f(b)). 

Durch Induktion nach n <co werden wir zeigen, dab V.~(.@wqo~J-,+(~)wqo). 
Insbesondere V.~(~ wqo ~ ~-n (~) wqo), und dann ist die WQOheit von f ,  im Grunde 
genommen der Spezialfall, wobei ~ die triviale 1-elementige Wohlquasiordnung 
ist. 
Manchmal werden wir fiir (T,/) E 5",(.~) einfach T anstatt (T,/) schreiben. Dann 
werden wir f/Jr jedes b e T  auch T ° anstatt ( r  ~, liT ~) und Marke(b) fiir l(b) 
schreiben. 
Ist r e  :-++ 1(~) mit T +  {Wurzel (r)}, so setzen wir m = # ( r ) :  = min {Marke(b) :b 
ein Irmenknoten yon T}. Dann definieren wir T* als den Baum, der sich ergibt, 
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wenn wir erstensjeden mit der Marke m minimalen Innenknoten b von T zu einem 
Endknoten yon T* mit der Marke T ~ ver/indern, zweitens 1 yon der Marke j edes  
fibdgbleibenden Innenknotens yon T abziehen. Somit ist T* ~ Y-,+ (Y, + ~(.~)). 

4.5 Lemma. Sind #(T~ ) = #(T2) = m und T* ~ T* in ~'~+ (~', + ~ (.~)), dann ist  auch 
T~ < T 2 in ff'~++ ~(.~). 

Beweis. Klar. [] 

4.6 Lemma. Wenn V.~(.~wqo~'~+(.~) und °J',+~(.~)wqo) gelten, dann gilt auch 
V.~(a wqo~Y-. + d-~) wqo). 

Beweis. Sei (Tk : k < 09) eine beliebige Folge aus Y,~_ ~(.~). Wir wollen zeigen, dab 
3i3j (i<j und T/<T~). Wir dfirfen annehmen, dab Vk(Tk+{Wurzel(T~)}) und 

mVk(la(Tk) = m) gelten. Wir betrachten die F olge ( Tk* : k < co) aus Y',+ (~ ,  + t (.~))- 
Nach Voraussetzung ist Y-,+ (~ ,  + ~(.~.))wqo. Daher 3i~j (i <j und T~*< T~*). Abet  
dann folgt mit Hilfe yon Lemma4.5 auch T~T~. [] 

4.7 Lemma. Wenn V.~(.~wqo~--,+(~)wqo) gilt, dann gilt auch V.~(.~wqo 
-eft'+ ,(~) wqo). 

Beweis. Anderenfalls sei (Tk:k<co) eine minimale schlechte Folge  (vgl. 
Abschnitt 1) aus F ,+  1(.~). Wir setzen 

5 p = { T~ : k < co, b ~ Tk\{Wurzel(Tk)} }. 

Zun/ichst behaupten wir, dab 5 p als Teilmenge von Y, + 1(.~)wqo ist. Anderenfalls 
g/ibe es eine schleehte Folge der Form (Tkb,':i<cJ), wobei k i<kj  und 
b~ ~ Tk,\{Wurzel(Tk)} ftir atle i und j  mit i < j  < co gilt. Aber dann w~ire die Fo lge  (To, 
Tl,... ,Tko_l, Tkbo °, Tk~',... ) auch schlecht, was der Minimalit~it von  Tko 
widerspr~iche. 
Jetzt behaupten wir weiter, dab 5 pals Teilmenge von ~,+°r+ ~(.~)wqo ist. Setzen wir 
5~® = {T~ 5 ~" T =  {Wurzel(T)} }. Weil .~ wqoist, ist es klar, dab 5P® in J-,+ 1(~) wqo 
ist. Ffir jedes m ~ n setzen wir 5a,. = { T ~ 5 ~ : #(T) = m} und 6 e* = { T* : T ~ 5a,, }. So 
haben wir 6 e* ~ f , + ( 5  °) und aus der Voraussetzung folgt, dab 5 a* in 
~,+(~--,+ l(.~))wqo ist. Dann ist Se,, nach Lemma4.5 auch in Y,~-l(-~)wqo. Nun 
folgt, dab 

r a = 0  

in ~-',~. 1(.~)wqo ist. Unsere Behauptung ist damit bewiesen. 
Nun seien Tk 1, Tk 2 . . . . .  Tk "~, nk>-0, ffir alle k<co die Komponenten  yon 
Tk\{Wurzel(Tk) }. Die endlichen Folgen (Tk 1, TkZ, ..., Tk"~), k < co geh6ren zu 6 a<°' 
und sind daher angesichts Higmans Lemma 1.6 in or + < ~ (~,  + ~ (.~)) wohlquasigeord- 
net. Deshalb gibt es i und j mit i<j<co und Marke(Wurzel(T0) 
= Marke(Wurzel(T~)) und (T~ ~, T~ 2 . . . . .  T~"') ~ (Tj ~, T~ ~ . . . . .  T~"~) in (~,++ 1(.~))<o, 



Nichtbeweisbarkeit yon 9ewissen kombinatorischen Eigenschaften endlicher Bdume 59 

Es folgt unmittelbar, dab T~< T~ in ~f,+ ,(.~) (in ~,+,(.~) tats/ichlich). Aber das 
widerspricht dem Schlechtsein yon (Tk:k < co) in ~.+ t(.~). [] 

4.8 Satz (Friedman [9]). Fiir jedes n < co #ilt V.~(.~ w q o ~  Y'.++ 1(.~) wqo). 

Beweis. Aus den Lemmata 4.6 und 4.7 durch Induktion nach n<co. Als 
Induktionsbasis nimmt man V.~(.~wqo~Y~-(.~)wqo), eine eigentlich triviale 
Tatsache, weil Y--o+(.~)_-__.~. [] 

Beweis yon Satz 4.2. Satz 4.2 ist ein Spezialfall von Satz 4.8. [] 

5. Nichtbeweisbarkeit des erweiterten Kruskalsatzes in FI~-  CA o 

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, daB Friedmans erweiterter Kruskalsatz 
4.2, n/imlich VnWQO(Y-,), in dem logischen System I1~ - CAo nicht beweisbar ist. 
Hier ist/7~ - CAo das Teilsystem der Arithmetik der zweiten Stufe mit dem/-/l- 
Komprehensionsaxiom 3XVn(n ~ X~q~(n)), wobei ~0 eine beliebige/7 l-Formel ist, 
und dem beschr~inkten Induktionsaxiom 

(0 e X A Vn(n ~ X ~ n  + 1 E X))-~Vn(n ~ X ) .  

Das System F/~ - CAo ist sehr stark, wenn man es vom Standpunkt der fiblichen 
mathematischen Praxis aus betrachtet. Die Axiome yon/7 ~ - CA o sind viel st/irker 
als die yon A TRo. Daher ffihren sie zu einer verbesserten Theorie der abz/ih!baren 
Wohlordnungen. Auf dieser Basis reicht FI~-  CA o aus, um viele S/itze u.a. der 
klassischen deskriptiven Mengenlehre zu beweisen, die in A T R  o nicht beweisbar 
sind. Zum Beispiet erh~ilt man in /71-CAo: (i)den Cantor-Bendixson Satz; 
(ii) Kondos Uniformisierungssatz; (iii) Silvers Satz fiber coanalytische Aquivalenz- 
relationen; (iv) die Ulmschen Strukturs/itze ffir beliebige abz~ihlbare abelsche 
Gruppen; (v) die Ramseyeigenschaft ffir Ga Teilmengen yon [co] °'. Ffir Details fiber 
FI I - -CA  o siehe [7, 11, 26, 30, 32, 36]. 
Es ist keine Obertreibung zu sageri, dab fast alle S/itze der iiblichen Mathematik, 
die in der Sprache der Arithmetik der zweiten Stufe ausdrfickbar sind, schon in 
/7~ - CAo beweisbar sind. Deshalb ist es besonders interessant, dab der kombina- 
torische Satz Vn WQO(Y',) in Fl~ - CAo nicht beweisbar ist. 
Vom Standpunkt der mathematischen Logik aus ist FI~--CA o auch sehr 
interessant. Es ist bekannt, dab/-/~ - CAo zu einem gewissen formalen System der 
Arithmetik der ersten Stufe mit Ramseyquantoren ~iquivalent ist [26]. lI~ - CAo 
ist auch mit dem System ID<o, von [2] ~iquivalent. Die beweistheoretische 
Ordinalzahl von FI~-  CA o ist 7Jo(~,) (= 0(2o,0 in dem Bezeichnungssystem von 
[29]). Hier ist (2~,:= N,o (die kleinste singul/ire fiberabz~ihlbare ordinale Anfangs- 
zaht) und ~o :On~21 eine Kollabierungsfunktion. 
Wir benutzen das folgende Bezeichnungssystem ffir die beweisbaren Ordinalzah- 
len von FI~-  CA o. 
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5.1 Definition (Buchholz [i]). Wir haben Konstanten f2o:=0 und £2n:=Nn, 
1 < n < co. Wir haben eine 2-stellige Funktion c~ + fl und eine 1-stellige Funkt ion  co~. 
Dazu haben wir Kollabierungsfunktionen Pi(~), i < co, die durch Induktion nach 
definiert werden. Zun~ichst sei C~(c0 die kleinste Menge von Ordinalzahlen mit: 
1. {f2, : n<co}uf2i___c Ci(~t); 
2. sind ~,r/e Ci(~), dann sind auch ~+r/, co¢ ~ Ci(~); 
3. ist ~ ~ Ci(~)nct, dannis t  auch ~Vk(~ ) ~ Ci(~) ffir jedes k >= i, k < 09. 
Dann wird ~i(~) definiert als das kleinste fl mit fl ~ Ci(ct). 

5.2 Folgerungen. 
1. f2 i < ~,(~) < f2 i + 1 fiir alle ct. 
2. Ist ~ < fl, dann ist auch ~ ( ~ ) <  Ti(fl). 
3. Ti(o:) = Ci(o:):~f2i+ 1. 
4. Ist ~ < Ti(c~), dann ist auch co¢< Ti(~). Mit anderen Wbrten, !Pi(o 0 ist eine e- 

Zahl. 
5. Ist ~ q~ Ci(~), dann ist Ci(~ + 1) = Ci(c 0 und Ti(~ + 1) = ~ui(c 0. 
6. Ist ~ C i ( ~  ), dann ist T i ( ~ + I ) = T i ( 7 )  +, wobei fl+ die kleinste e-Zahl >fl 

bezeichnet. 
7. Fiir jede Limeszahl fi ist Ti(~i) = sup { Ti(ct) : c~ < ~5}. 

5.3 Folgerungen. 
1. Gegeben sei ~ = ~1 +. . .  + ~k' wobei ~1 >. . .  > ~k und ~1 . . . . .  ~k additiv unzerlegbar 

sind. Ist ~ ~ Ci(~), dann sind auch ~i . . . .  , ~k ~ Ci(a). 
2. Ist co¢ e Ci(o0, dann ist auch ~ ~ Ci(c¢). 
3. Fi~r jedes r l < f2o, und k < co gibt es ein eindeutig bestimmtes ~ mit Tk(~)= Tk(rl) 

und ~ E Ck( ¢). 
4. Ist ~Pk(~)~ Ci(°t) mit ~ E Ck(~) und k >= i, dann ist auch ~ E Ci(~)n~. 

Bemerkun#. Die Beweise der Folgerungen 5.2 und 5.3 auBer 5.3.4 sind verh/iltnis- 
m/iBig leicht. Der Beweis yon 5.3.4 ist etwas schwieriger. Aus 5.3.4 folgt, dab  wir in 
5.1.3 die Voraussetzung ~ C i ( ~ ) n ~  zu ~Ci(cOnctnCk(~) h/itten verst/irken 
k6nnen. Mit dieser Ver/inderung in der Definition h/itten sich 5.3.4 und die 
anderen wesentlichen Eigenschaften der Kollabierungsfunktionen ~ ,  i<co, 
leichter beweisen lassen. Ffir Details fiber das Ordinalzahlbezeichnungssystem 5.1 
siehe ['1, 3, 4, 13, 15]. 

5.4 Definition. Durch Induktion definieren wir die Menge N F  von Termen in 
Normalform. 
1. Ffir jedes i < co ist f2~ ~ NF. 
2. Sind ~1 ->-... ->- ak > 0, k_>_ 2, mit at E N F  und additiv unzerlegbar, dann ist auch 

die Summe a 1 + ... +ak ~NF.  
3. Ist ~ e NF mit~  < co~, dann ist auch co~e NF. 
4. Ist a s N F  mitct E C~(a), dann ist auch ~(~) ~ NF. 
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Auf diese Weise wird jedes e s Co(Qo,) von einem eindeutig bestimmten NF-Term 
bezeichnet. Sowohl die Menge aller NF-Terme als auch die entsprechende 
Ordnungsrelation sind primitiv rekursiv [1, 4, 13, 15]. Im folgenden werden wir 
Co(~?o~) mi t  N F  identifizieren. 
Nach dem Muster yon 2. werden wir in A C A  o beweisen, dab Vn(WQO(~--,) 

WO(~o(Q,))) gilt. Wir ben6tigen eine gewisse primitiv rekursive Abbildung o. 
Der Definitionsbereich yon o ist eine gewisse primitiv rekursive Teilmenge von 
U {J-," n < co}. Der Wertbereich von o ist Co(Oo,). 
Gegeben T ~ U { ~  : n < co}; wir setzen i: = Marke(Wurzel(T)). Die Definition von 
o(T)  ist die folgende: 

I. Falls T={Wurzel(T)}, dann setzen wir o(T)=f2 i. Sonst hat Wurzel(T) 
endlich viele unmittelbare Nachfolger bx . . . . .  b,,, m >  1. Wir dfirfen anneh- 
men, dab fll > ... >tim, wobei flj=o(Tb0, 1 < j < m .  

II. Falls m=2 ,  Marke(b0=i ,  f l l=Cq+.. .+Ctk_1, fl2=Ctk, Cq>...>C~k_ 1 
> e k > 0 ,  k > 2  mit jedem ctj additiv unzerlegbar, dann setzen wir o(T)  
=/~1 +/~. 

III. Falls m=3 ,  Marke(b0=i ,  Bl<co ~, f12=f13=0, dann setzen wir 
o(T) = co a'. 

IV. Falls m = 4 ,  fit s Ci(flt), f12 =f13 = f l , = 0 ,  dann setzen wir o ( r ) =  ~i(fl~). 
V. Sonst wird o(T)  nicht definiert. 

5.5 Lemma. Fiir jedes ~ ~ Co(f2~,) gibt es einen eindeutig bestimmten Baum 
T ~ U {J-, : n < co} mi t~  = o(T).  In diesem Fall gilt: (i) Marke(Wurze l (T) )  = i genau 
dann, wenn Qi <= ~ < f2i + 1 ; (ii) T ~ 9" n genau dann, wenn o~ ~ Co((2n)nf2,. 

Beweis.  Gegeben sei c~ e Co(~,o). Dann wird c~ von einem eindeutig bestimmten 
N F - T e r m  bezeichnet. Aus der Definition von o ist es klar, dab jedem NF-Term c~ 
ein eindeutig bestimmter Baum T entspricht mit o(T)  = e. Behauptung (i) ist klar 
dutch Induktion nach IT[. Behauptung (ii) ist eine Folgerung aus der Bemerkung, 
dab ~ C o ( Q , ) n O ,  genau dann gilt, wenn kein f2 k oder ~k mit k > n  in dem 
entsprechenden NF-Term auftritt. [] 

5.6 Definition. Fiir jedes i<  co und c~ e N F  definieren wir die i-Subterme von a 
durch Induktion nach [el, wobei I~1 die Anzahl yon Symbolen in cc bezeichnet. 
1. Jedes ~ E N F  ist selbst ein i-Subterm yon ~. 
2. Ffir a = ~ l + . . . + e k ~ N F  ist jeder i-Subterm yon c~j, l<=j<=k, auch ein i- 

Subterm yon ~. 
3. Ftir coT~NF ist jeder i-Subterm yon 7 auch ein i-Subterm yon ray. 
4. Fiir k > i  und ~k(7)S N F  ist jeder i-Subterm yon 7 auch ein i-Subterm yon 

%(~,). 

5.7 Lemma. Es sei fl ein i-Subterm yon ~ e N F .  
1. Is t  ~ e CI(7), dann ist auch fl E Ci(7). 
2. I s t  fl < Qi + 1, dann ist auch fl <= ~. 
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Beweis. Teil (1) wird durch Induktion nach ]c~l mit Hilfe von 5.3 leicht bewiesen. 
Der Beweis von Teil (2) wird auch durch Induktion nach I~1 durchgeftihrt. 
Zun/ichst bemerken wir, dab der erwiinschte SchluB f l < e  eine unmittelbare 
Folgerung aus der Induktionsvoraussetzung ist, falls fl ein i-Subterm von  e nach 
5.6.1 oder 5.6.2 oder 5.6.3 ist. Es bleibt der Fall, dab fl ein i-Subterm von e nach 
5.6.4 ist, d.h. e =  kg~(y) mit k>i  und fl ist i-Subterm yon y. Falls k>i, haben wir 
fl<f2~+ ~ < 7t~(~)=~ angesichts 5.2.1. So diirfen wir annehmen, dab k =  i. Wegen 
~ ( y ) = c ~ N F  haben wir 7sCi(y). Daher erhalten wir wegen Teil (1) auch 
fleC~(y). Dann gilt mit Hilfe der Voraussetzung fl<f2~+~ und 5.2.3 auch 

fl < ~ ( r )  = c~. [ ]  

5.8 Lemma. 1st o( T) definiert und b ~ T mit M arke( c ) >= M arke( b ) f iir jede s c < b, so 
ist o( T ~) < o( T). 

Beweis. Sei fl = o(T ~) und i =  Marke(b). Wegen 5.5 (i) haben wir fl < f2i +~. Nach 
der Voraussetzung ist es auch klar, dab fl ein i-Subterm von o(T) ist. Infolge 5.7.2 
bekommen wir ~ N o( T). [] 

5.9 Lemma. Ist f :  T~--~T 2 eine Einbettung in ~",, so gilt o(T~)<=o(T f~a)) fiir alle 
a ~ 7"1 (falls o(T~) und o(T2 y(~)) definiert sind). 

Beweis. Durch Induktion nach I TI°[. Wir setzen i=  Marke(a)= Marke(f(a)) .  
I. Ist Tl°= {a}, dann haben wir o(T~)=f2i<o(Tf ~°)) wegen 5.5 (i). 

Ist T~ nicht von dieser Gestalt, so seien bl . . . . .  b,, (bzw. ci . . . . .  c,) die unmittelbaren 
Nachfolger yon a in TI (bzw. yon f(a) in T2). Somit gilt 2 _< m < n < 4. Fiir jedes j 
mit l < j < m  diirfen wir annehmen, dab f(a)<ciNf(b~). Wir haben o(T~O 
<o(T~gJffnach Induktionsvoraussetzung und o(Tf ~b~)) < o(T~O infolge der Lfik- 
kenbedingung 4.1 (ii) und Lemma5.8. Daher ist fli~Ti, wobei f l j=o(T~0 und 
yi=o(T~O. Wir diirfen annehmen, dab f l l> . . .>f l , , .  Sei auch 0~=o(T~') und 
6 = o(Tf(")). Mit dieser Notat ion ist die Behauptung unseres Lemmas e < ft. 
II. Falls m = 2, haben wir c~ = fl~ +/32 mit fl~> [/2 > 0. Daher sind auch ~ > 0 und 
y2>0. So miissen wit n = 2  haben. Daher gilt entweder 7=f l l  +fl2<Yx +Vz =~  
(falls Yi >Y2) oder a = fll +f12 < ~2 JV~l = (~ (falls 72 >70.  
III. Falls m = 3 ,  haben wir a=of lL  Ist auch n=3 ,  dann gilt a=o9 #* <co y' __<& Jetzt 
nehmen wir an, dab n=4 .  Wir haben Marke( f (b l ) )=  Marke(b l )=  i. Wegen der 
Liickenbedingung 4.1 (ii) ist o(T2 ~tb')) ein echter i-Subterm von 6. Mit Hilfe von 
5.7.2 und der Eindeutigkeit der NF-Terme folgt o(T~ tb')) < 6. Somit ist fl~ = o(T~') 

o(Tf tb')) < ~. Wegen 5.2.4 folgt a = ~o #~ < 6. 
IV. Falls m=4 ,  haben wir a =  ~i(flO< ~/'i(y~) und zwangsl~iufig n=4 ,  daher gilt 
~T/i(~/1)=<f, somit a<6. [] 

5.10 Lemma. S ind o(Ti) und o( T2) def iniert und m arke( Wur z el( Ti ) ) = 0 und T1 < T2, 
so ist auch o(7"t)<__ 0(7"2). 

Beweis. Wir setzen a = Wurzel(T1). Wegen 5.9 haben wir o(7"1) = o(T~) < o(Tf~°)). 
Aul3erdem Marke( f (a ) )=  Marke(a)= 0, daher o(T~ (~)) < 0(7"2) wegen 5.8. [] 
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5.11 Lemma. Vn(WQO(J-n+ i)-'* WO(~Po(f2,+ 1))) ist in ACA o beweisbar. 

Beweis. Wir argumentieren innerhalb von ACAo. Sei (ek:k < co> eine beliebige 
Folge von NF-Termen < t/'o(f2n+l). Gem~il3 Lemma 5.5 sei (Tk: k<co> eine 
entsprechende Folge markierter B/iume mit Tk~J-n+l, O(Tk)=ek, und 
Marke(Wurzel(Tk)) = 0 fiir jedes k < co. Nach der Voraussetzung WQO(:-, + 1) gibt 
es Indizes i und j mit i<j  und T~ < Tj. Daher haben wir cq < a~ nach 5.10. Somit ist 
(o k : k < co> keine absteigende Folge, d.h. WO('Po(12~ + 1)). [] 

5.12 Lemma. (Vn WQO(J-n))~ WO(~o(f2,o)) ist in ACA o beweisbar. 

Beweis. Klar, weil To(f2J=sup{To(O.):n<co}. [] 

5.13 Lemma (Buchholz). WO(qJo(Oo)) ist in H I - C A  o nicht beweisbar. 

Beweis. Siehe [1, 4, 15, 29]. [] 

5.14 Satz (Friedman [9]). VnWQO(3-,) ist in I-I~- CA o nicht beweisbar. 

Beweis. Der Satz folgt unmittelbar aus 5.13 und 5.12, weil 
HI--CAo~=ACAo. [] 

Genau wie in Abschnitt 3 k6nnen wir eine H°-endliche Miniaturisierung des/-/l- 
kombinatorischen Prinzips Vn WQO(Yn) formulieren: 

5.15 Definition. LWQO(J',) ist die folgende Behauptung: F/ir jedes c gibt es eine so 
groBe Konstante k, dab es ffir jede endliche Folge (T  o, T t . . . .  , Tk), in der T~ 6 S/~ 
und I T~I _-< c. (i + 1) f/ir alle i<  k gilt, Indizes i und j mit i<j < k und T~ < Tj gibt. 

5.16 Satz (Friedman [9]). Das l-l°-kombinatorische Prinzip Vn LWQO(J-~) ist in 
11~- CA o nicht beweisbar. 

Beweis. Genau wie fiir Satz 3.2. AuBer 3.5 f/ir B = ~Uo(f2o~ ) brauchen wir auch das 
beweistheoretische Ergebnis, dab PRWO(~o(Oo~)) in 1-1~- CAo nicht beweisbar 
ist. Siehe [1, 24 und 39]. [] 
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